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摘要: 在介绍薄板大挠度问题的控制方程及其推导过程的基础上，根据渐近迭代方法，分别用 DRM 方法和 MFS
方法近似特解和齐次解，得到求解薄板大挠度弯曲问题的 DRM-MFS 无网格近似方法，再通过数值算例验证方

法的有效性及准确性．
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Abstract: Undering introducing the derivation of control equation on large deflection problem of thin
plat，applying incremental iteration method，and solving the approximate particular solution and homo-
geneous solution by DRM and MFS respectivly，a DRM-MFS meshless algorithm was presented for the
large deflection problem of thin plate． The effectiveness and accuracy of this method were verified
through numerical examples．
Key words: large deflection problem of thin plate，meshless method，dual reciprocity method，funda-
mental solutions methods

无网格方法是一种前景广阔的新兴数值计算方

法． 该方法主要的优点在于无需划分网格，能够解决

许多其他传统方法 ( 如 FEM、FDM、BEM 等) 不易处

理的问题． 基于径向基函数( RBF) 的无网格方法是无

网格方法中比较重要的一类，该方法在求解 3-D 问题

和需要频繁重划网格的如非线性分析问题中的优势

更加明显． 薄板大挠度弯曲问题是计算力学中的重要

问题，已有学者研究了该问题的无网格方法，如 Naffa
等

［1］
将基于 RBF 的无网格方法引入到薄板大挠度弯

曲问题; 文献［2］中对不可移动边界的薄板大挠度问

题进行了求解; Sladek［3］
将局部边界积分方程和无网

格方法结合求解非线性 Berger 薄板问题． 基本解方

法( MFS) ［4］
是一种操作简单、精度高的边界型无网

格方法，与对偶互易技巧 ( DRM) 相结合能够有效地

求解非齐次问题． 因此本文引入一种新的纯无网格求

解格式( DRM-MFS) 来求解薄板大挠度问题．
我们先介绍薄板大挠度问题的控制方程及其推

导过程，再利用渐进迭代近似方法给出 DRM-MFS 求

解薄板大挠度问题的格式，最后通过数值算例验证了

方法的有效性和准确性．

1 薄板大挠度问题的控制方程及其推导过程

假定薄板的挠度 w 并不远小于厚度 h ，但是仍然

远小于中面的尺寸． 首先记 Nx ，Ny ，Nxy 为中面内力

( 由横向载荷 q 引起而非纵向载荷) ，若取体力为零，

则 x 轴和 y 轴方向的平衡微分方程为

Nx

x
+ Nxy

y
= 0， ( 1)

Nxy

x
+ Ny

y
= 0． ( 2)

考虑薄板弯曲时的中面应变，即中面各点的纵向位移

分量 u 和 v 以及挠度 w 所引起的应变叠加，得到几何

方程:

εx = u
x

+ 1
2

( w
x

) 2， ( 3)

εy = v
y

+ 1
2

( w
y

) 2， ( 4)

γxy = u
y

+ v
x

+ w
x
w
y

． ( 5)

从( 3) ～ ( 5) 式中消去中面位移 u 和 v ，得到相容方程
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把应变分量用物理方程 εx = 1
E

( σx － v σy ) ，εy =

1
E

( σy － v σx ) ，γxy = 2( 1 + v)
E τxy 的变形

εx = 1
hE

( Nx － vNy ) ， ( 7)

εx = 1
hE

( Ny － vNx ) ， ( 8)

γxy = 1
hG

Nxy ( 9)

替换，这样就得到由 Nx，Ny，Nxy 所组成的第三式． 若

直接求解，则计算过程复杂，所以引入应力函数 F =
F( x，y) ，并结合( 1) 式和( 2) 式取

Nx = h 
2F
y2

，Ny = h 
2F
x2

，Nxy = － h 
2F
xy

， ( 10)

并将其代入( 7) ～ ( 9) 式，则应变分量变为

εx = 1
E
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y2

－ v 
2F
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) ， ( 11)
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E
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2F
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－ v 
2F
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) ， ( 12)

γxy = － 2( 1 + v)
E

2F
xy

． ( 13)

再代入( 6) 式，可得第一个关于应力函数 F = F( x，y)

的方程

!4F = E［( 
2w
xy

) 2 － 
2w
x2
2w
y2

］． ( 14)

由于我们目的是求出挠度 w ，由文献［1］中关于弯曲

过程的表达式，引入应力函数 F 和挠度 w 所满足的

第二个方程
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( 14) 式和( 15) 式就是薄板的大挠度微分方程组． 求

解该问题，尚需引入边界条件:

( i) 简支: w = 0，Mn( w) = 0， ( 16)

( ii) 夹支: w = 0，θn( w) = wini = 0， ( 17)

( iii) 自由边界: Vn( w) = 0，Mn( w) = 0， ( 18)

其中变量 θn 表示转角，Mn，Vn 分别是法向弯矩和剪切

应力，其表达式是

Mn = － D［vu，ii + ( 1 － v) u，ijninj］， ( 19)
Vn = － D［vu，ijjni + ( 1 － v) u，ijkni tj tk］． ( 20)

这里 n =［n1，n2］，t =［－ n2，n1］分别表示边界上的单

位外法向量和切向量． 对于应力函数 F ，假定薄板外

边界不受面内应力，取边界条件
［1］

为

F = F
n

= 0． ( 21)

综上所述，控制方程 ( 14 ) 和 ( 15 ) 及边界条件

( 16) ～ ( 21) 唯一确定了应力函数 F 和挠度 w ． 一旦

确定了 F ，则由 ( 10 ) 式可确定中面应力． ( 14 ) 式和

( 15) 式是耦合的且高度非线性的方程组，多采用类

似文献［1］中的渐进迭代方法和文献［5］中的差分法

等线性化方法近似．

2 DRM-MFS 求解薄板大挠度问题的格式

考虑线性微分方程( 组) :

A( u( X) ) = f( X) ，X∈ Ω Rd，d = 1，2，3，

( 22)

其边界条件为

S( u( X) ) = g( X) ，X∈ Γ， ( 23)

其中 X ∈ Rd，d 是定解区域所属空间的维数，u( X)

是场函数，A、S 是线性微分算子( 向量) ，Ω 是有界区

域，Γ 充分正则的边界．
假定( 22) 式和( 23) 式具有唯一解，根据( 22 ) 式

的线性特性，其解可表示成特解 up 和齐次解 uh 的和，

即 u
∧
 uh + up ，其中特解 up 满足非齐次方程

A( up( X) ) = f( X) ， ( 24)

但是未必满足边界条件( 23) ． 而 uh 满足如下齐次方

程及边界条件

A( uh( X) ) = 0，

S( uh( X) ) = g( X) － S( up( X) ) ．{ ( 25)

求特解和齐次解的方法有许多，我们分别采用对

偶互易方法( DRM) 和基本解方法( MFS) 求解特解 up

和齐次解 uh ．
2． 1 对偶互易方法(DRM)

首先用径向基函数 RBF 近似右端源项 f( X) ，得

fp( X) =∑
ND

j = 1
αjφj( X) +∑

l

i = 1
βi pi( X) ， ( 26)

其中 { αj} ，{ βi} 是待定系数，节点 { Xj}
ND
j = 1 是域内点

( 也 可 包 含 边 界 点 ) ，ND 是 域 内 点 个 数，φj( X) =

φ( ‖X － Xj‖) : Rd → R+
是径向基函数，d 维完备多

项式 基 函 数 满 足 { pi( X) } l
i = 1 ∈ Pm－1，dim Pm－1 =

Cd
m+d－1，具体性质可参考文献［6］． 引入多项式项主要

是消除系数阵的奇异性．
近似特解 up( X) 的表达式可表示为

up( X) =∑
ND

j = 1
αjΦ j( X) +∑

l

i = 1
βiΨi( X) ， ( 27)

其中 A( Φ j( X) ) = φj( X) ，j = 1，…，ND，A( Ψi( X) ) =
pi( X) ，i = 1，…，l ．

尽管文献［7］中研究结果指出，MQ-径向基的插

值精度最高，但是它含有形参数且对解有较大的影
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响． 为简单起见，选取 PS-径向基 r5 作为特解的插值

函数．
2． 2 基本解方法(MFS)

MFS 是求解齐次解的有效的纯边界型无网格方

法． 它是将齐次解 uh( X) 表示成相应算子的奇异基

本解在边界源点上的线性组合，即

uh( X) =∑
NB

i = 1
aiu

*
i ( X) ， ( 28)

其中 { ai}
NB
i = 1 是待定系数，u*

i ( X) = u* ( X － Yi ) 是相

应算子的基本解，{ Yj}
NB
j = 1Ω∪ δΩ 是虚拟源点，NB

是边界节点个数． 由于基本解具有奇异性，故需要在

定解区域之外选取虚拟边界点以消除其奇异性． 为满

足解的唯一性，近似解 uh( X) 还必需满足相应的边

界条件( 25) ．
设 { Xi}

m
i = 1 是边界 Ω上的一组点，在这些点上配

置边界条件得到如下方程组:

S( uh( Xi ) ) = g( Xi ) － S( up( Xi ) ) ，i = 1，…，m．

( 29)

这里 m ≥ n ，选取 m = n ． 至此联立 ( 28 ) 式和

( 29) 式可求得齐次解．
在求解齐次解和特解的待定系数时本文使用配

点法，即另外选取一组特定的点( 个数不小于相应的

节点个数) 使之满足相应的条件，确定未知数的方

法． 相应的点称为配点．
2． 3 DRM-MFS 求解格式

由于计算过程中节点和配点可以完全相同，此时

如果不加多项式项消除奇异性，那么求解特解时使用

像 TPS: rβ log r 和 PS: rβ 这样的条件正定 RBF 时形成

的系数矩阵对角线为零，故而极易奇异． 我们采用文

献［8］中所使用技巧进行求解，即从( 28) 式和( 29) 式

( 取 l = 0) 得到近似解表达式:

u( X) ≈ u
∧

( X) = up + uh = ∑
N

j = 1
αjΦ j( X) +

∑
n

i = 1
aiu

* ( X － Yi ) ， ( 30)

将上式代入( 22 ) 式和( 23 ) 式并选取插值点 { Xi}
NI
i = 1

∈ Ω 和边界点 { Xj}
NS
j = 1 ∈ δ Ω 得

A( uh( Xi ) + up( Xi ) ) = f( Xi ) ，i = 1，…，NI，
S( uh( Xj ) + up( Xj ) ) = g( Xj ) ，j = 1，…，NS．{

( 31)

所有待定系数一旦确定，则近似解 u
∧

( X) 表达式就确

定，就可以计算定解区域内任意计算点处的近似值．
上述格式称为 DRM-MFS 格式．
2． 4 渐进迭代 DRM-MFS 步骤

给出 DRM-MRM 与原问题渐近迭代方法相结合

进行求解的步骤，其中的边界条件以简支为例，其它

边界相应替换．
步骤 1 先假定初始应力函数 F0 = 0，使得( 15)

式变为 DΔ2w0 = q ，边界条件和小挠度弯曲问题中相

同． 这是一个重调和方程，我们取其奇异基本解
［9］

为

u*
1 ( X) = － 1

8π
rm log( r) ，m = 0，1 ( 32)

的线性组合． 根据 2． 3 节的方法，得到初始挠度 w0 的

表达式:

w0( X) =∑
ND

j = 1
αw0

j Φ( ‖X － Xj
D‖) +

∑
NB

i = 1
aw0
i u*

1 ( ‖X － Xi
B‖) +∑

NB

i = 1
bw0
i u*

0 ( ‖X － Xi
B‖) ，

( 33)
其中 αw0

j ，aw0
i ，bw0

i 是关于挠度的待定系数，Φ 是径向

基函数，Xi
B，Xj

D 分别是相应的边界节点和域内节点，

其个 数 分 别 是 NB 和 ND ． 再 结 合 相 应 的 边 界 条

件，得到

Δ2Φ 0 0
Mn( Φ) Mn( u

*
1 ) Mn( u

*
0 )

Φ u*
1 u*

0











αw0
j

aw0
i

bw0
i











=
q /D
0
0








．

( 34)
求解( 34) 式得到 αw0

j ，aw0
i 和 bw0

i ;
步骤 2 把由步骤 1 得到的系数 αw0

j ，aw0
i 和 bw0

i 代

入( 33) 式，得到挠度 w0 的估计，并计算 NL( w0，w0 ) ，

其中

NL( w，F) = 
2F
y2
2w
x2

+ 
2F
x2
2w
y2

－ 2 
2F
xy

2w
yx

;

( 35)

步骤 3 将 NL( w0，w0 ) 代入边界条件 ( 21 ) 和

( 14) 式，即

Δ2Φ 0 0
Φ
n

u*
1

n
u*

0

n
Φ u*

1 u*
0













αF1
j

aF1
i

bF1
i











=

E
2

－ NL( w0，w0 )
0
0










． ( 36)

求出关于应力的待定系数 αF1
j ，aF1

i ，bF1
i ，得到应力

函数表达式

F1( X) =∑
ND

j = 1
αF1

j Φ( ‖X － Xj
D‖) +

∑
NB

i = 1
aF1
i u*

1 ( ‖X － Xi
B‖) +∑

NB

i = 1
bF1
i u*

0 ( ‖X － Xi
B‖) ;

( 37)

步骤 4 计算 NL( w0，F1 ) ，并代入
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Δ2Φ 0 0
Mn( Φ) Mn( u

*
1 ) Mn( u

*
0 )

Φ u*
1 u*

0
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αwi
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αwi
i













=

q /D
0
0











+
hNL( w1，F1 ) /D

0
0











， ( 38)

求得 αw1
j ，aw1

i 和 bw1
i ;

步骤 5 将系数 αw1
j ，aw1

i 和 bw1
i 代入( 21) 式( 将 w0

换为 w1 ) 得到 w1，并计算其二阶导数以求得 NL( w1，

F1 ) ;

步骤 6 重复步骤 2 ～ 5，直到连续两次算出的挠

度值 w 充分接近为止．

3 数值算例

考虑 3 个例子
［1］． 前两个例子的算法精度和其近

似解析解的结果相比较，第 3 个与 FEM 的结果比较，

而且所有算例中都假定均布载荷等于 q ，泊松比 v =
0． 3． 对于一般解，图像上的所有变量都无量纲化，因

此坐标、载荷、挠度和应力分别表示为 x
－
= x /a，y

－
=

y /a，q* = qa4 /Eh4，w
－
= w /h 和 σ

－
= σa2 /Eh2，取板厚 h

=0． 035m，杨氏模量 E = 1012N /m4，其它各参数的取

值将在下面给出． 鉴于基本解的奇异性以及虚边界取

法的多样性，我们取虚拟边界为相似边界，且相似比

例值用 ratio 表示，即虚边界点 Y = ratio × X ．

例 1 均布载荷 q
－

下的圆形简支板．
考虑均布载荷下的圆形简支薄板，问题的参数

( NB = 4，ND = 12，ratio = 2． 3) 及节点分布，如果不另

外指定，则其取值如图 1 所示，载荷 q* 从 0． 125 到 2
按照增量 0． 125 递增． 该问题的近似解析解如下:

图 1 简支圆薄板区域及节点分布

Fig． 1 Domain for the Simply supported circular thin plate
and nodes distributions

※: 边界节点; ○: 虚拟边界点; △: 中心点; ☆: 内部节点。

※: Boundary nodes; ○: Virtual boundary nodes; △: Central
point; ☆: Inner nodes．

w
－

c + Aw
－
3
c = Bq* ， ( 39)

σm = αw
－
2
c ， ( 40)

σb = βw
－

c， ( 41)

其中 w
－

c 是中心挠度，σ
－

m 是板的中面应力( membrane

stress) ，σ
－

b 是最外缘纤维弯曲应力． 常数 A = 0． 262，B
= 0． 696，α = 0． 295，β = 1． 778，圆半径 a = 1．

图 2 是无量纲载荷的近似解图像 ( ratio = 5． 5) ．
由图 3( a) 可见，随着载荷的增加，板中心的挠度也随

之变大，曲线形状有一定弧度，不是线性变化的，也说

明了这一问题的非线性性态． 图 3( b) 结果显示，数值

解和解析解吻合很好． 这说明了本方法可以用于求解

非线性问题，并能取得较好的结果． 从图 4( q* = 1)

看，提高 ratio 值，一定程度下解几乎不变，即 ratio 较

小时，解精度达不到要求，说明合理选择参数 ratio 很

重要．

图 2 q* = 1 时的近似解

Fig． 2 The approximate solution when q* = 1

图 3 简支圆薄板中心挠度( a) 及中心点应力( b) 与载荷

q* 的关系

Fig． 3 Central deflection ( a) and the stress at the center

( b) versus load q* for the simply supported circular thin plate

( a) ※: DRM-MFS，○: Analytical; ( b) ※: DRM-MFS，□: Ana-

lytical，Bending stress: △: DRM-MFS，○: Analytical．
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图 4 ratio 对中心挠度( a) 和中心点应力( b) 的影响
Fig． 4 The effect of ratio to the central deflection ( a) and

the stress at the center ( b)
( a ) ※: DRM-MFS，○: Analytical; ( b ) ※: DRM-MFS，○:

FEM．

例 2 均布载荷 q
－

下的圆形夹支板．
假定边界条件是夹支，解析解仍如例 1，节点分

布如图 5( NB = 8，ND = 16) ，取 A = 0． 146，B = 0． 171，

α = 0． 5，β =2． 86，无量纲载荷 q* 从 1 到 11 按增量 1
递增，其它参数见例 1． 图 6 是无量纲载荷 q* = 1，

图 5 夹支圆形固支板区域及节点分布

Fig． 5 Domain for the clamped circular plate and nodes dis-
tributions

※: 边界节点; ○: 虚拟边界点; △: 中心点; ☆: 内部节点。
※: Boundary nodes; ○: Virtual boundary nodes; △: Central

point; ☆: Inner nodes．

图 6 q* = 1 时的近似解
Fig． 6 The approximate solution when q* = 1

ratio = 2． 5 时近似解． 由图 7 结果可见，两者吻合的

很好，图 8 显示结果和例 1 类似．

图 7 载荷 q* 对中心挠度( a) 和中心点应力( b) 的影响

( ratio =2． 3)

Fig． 7 The effect of load to the central deflection ( a) and
the stress at the center( b)

( a) ※: DRM-MFS，□: Analytical; ( b) ※: DRM-MFS，□: Ana-
lytical，Bending stress: △: DRM-MFS，○: Analytical．

图 8 ratio 对中心点挠度( a) 和中心点应力( b) 的影响

Fig． 8 The effect of ratio to the central deflection ( a) and
the stress at the center ( b)

( a) ※: DRM-MFS，□: Analytical; ( b ) ※: DRM-MFS，○:

FEM．

例 3 均布载荷 q
－

下的方形板．
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载荷 q* 从 2 到 32 按照增量 2 递增，边长尺寸及

节点分布如图 9( NB = 12，ND = 4，ratio =1． 32) ． 图 10
是载荷 q* = 2 时近似解图像 ( ratio = 2． 7) ． 从图 11
( a) 看，当载荷变大时，ratio 的值也要相应变大才

图 9 方形板区域及节点分布
Fig． 9 Domain for the square plate and nodes distributions
※: 边界节点; ○: 虚拟边界点; △: 中心点; ☆: 内部节点。
※: Boundary nodes; ○: Virtual boundary nodes; △: Central

point; ☆: Inner nodes．

图 10 载荷 q* = 2 时近似解

Fig． 10 The approximate solution when load q* = 2

图 11 载荷 q* 对中心点挠度 ( a) 和中心点应力 ( b)
的影响

Fig． 11 The effect of load q* to the central deflection ( a)
and the stress at the center( b)

( a) ※: DRM-MFS，□: FEM; ( b) ※: DRM-MFS，□: Analytical，
Bending stress: △: DRM-MFS，○: Analytical．

能取得较好的结果． 图 12( q* = 2) 显示结果和例

1 类似．

图 12 ratio 对中心挠度( a) 和中心点应力( b) 的影响

Fig． 12 The effect of ratio to the central deflection( a) and
the stress at the center( b)

( a) ※: DRM-MFS，○: FEM; ( b) ※: DRM-MFS，○: FEM．

本文针对由应力函数 F 和挠度 w 耦合的高度非

线性的薄板大挠度弯曲问题，构造了 DRM-MFS 无网

格方法． 通过数值算例与近似解析解和 FEM 结果比

较，说明了本文方法的有效性． 另外，还讨论了各类参

数对解的影响． DRM-MFS 方法无需背景网格积分，容

易编程实现，而且有很好的精度，可以推广到其它的

非线性问题．
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