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具有单调泛函响应的离散比率时滞捕食－被捕食模型正

周期解的存在性＊
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摘要：利用叠合度定理，得到一类具有单调泛函响应的时滞比率依赖的离散捕食－被捕食模型正周期解存在的一

个充分条件．
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　　对 于 具 有 单 调 泛 函 响 应 的 时 滞 捕 －食 被 捕 食 者

模型
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很多学者对其解的一致持久性，正周期解的存在性等

动力学行为作过较为深入的研究［１～４］．然而又有研究

表明，对微分方程所表示的连续模型进行仿真需要它

的离散形式 ——— 差分方程，而且与对应的微分方程

相比，差分方程更能反映某些运动过程．基于此，文献

［５］研究了模型（１）离散形式
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解的一致持久性，其中ｘ（ｎ）与ｙ（ｎ）分别表示在时刻

ｎ被 捕 食 者 与 捕 食 者 的 数 量，｛ａ（ｎ）｝，｛ｃ（ｎ）｝，
｛ｄ（ｎ）｝，｛ｅ（ｎ）｝及｛τ（ｎ）｝为 有 界 序 列 且 ｎ∈Ｚ，

τ（ｎ）∈Ν．但是对于系统（２）的正周期解的存在性还

未见相应结果．

　　 若记τ＝ｍａｘ
ｎ∈Ｚ
τ（ｎ），Ｊ＝｛－τ，－τ＋１，…，０｝，Ｃ＝

｛φ：Ｉ→Ｒ｝，Ｃ
２
＋＝｛（φ１，φ２）｜φｉ∈Ｃ，φｉ≥０且φｉ（０）＞

０，ｉ＝１，２｝．对于Ｘ：Ｚ→Ｒ，ｘｎ∈Ｃ，定义ｘｎ（ｓ）＝ｘ（ｎ

＋ｓ），ｓ∈Ｊ．对任一（φ，ψ）∈Ｃ
２
＋，易知（２）式有唯一解

（ｘ（ｎ，φ，ψ），ｙ（ｎ，φ，ψ）），且 满 足 （ｘ０，ｙ０）＝ （φ，ψ），

ｘ（ｎ，φ，ψ）＞０，ｙ（ｎ，φ，φ）＞０，ｎ∈Ｚ．设ω∈Ｎ＋，

Ｉω＝｛０，１，…，ω－１｝，对任一ω周期实数序列｛ｆ（ｎ）｝，

记
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＝１ω∑
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ｎ＝０
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＝１ω∑
ω－１

ｎ＝０
｜ｆ（ｎ）｜．

再设｛ａ（ｎ）｝，｛ｂ（ｎ）｝，｛ｃ（ｎ）｝，｛ｄ（ｎ）｝及｛τ（ｎ）｝为ω
周期．那么基于以上假设，本文将给出 方 程（２）存 在

各分量为正的ω周期解的条件：对于函数ｇ，假设

（Ａ１）（ｉ）ｇ∈Ｃ１（［０，＋"），Ｒ），ｇ（０）＝０，
（ｉｉ）ｇ′（ｕ）＞０，ｕ∈ ［０，＋"），
（ｉｉｉ）ｌｉｍ

ｕ→＋"
ｇ（ｕ）＝ｋ．

那么 满 足 条 件（Ａ１）的 函 数 一 定 存 在，如ｇ（ｕ）＝
ｃｕα
１＋ｕ

，满足条件（Ａ１），其中ｃ，α为常数，且α＞０．若

令ｍ＝ｓｕｐ
ｚ＞０

ｇ（ｚ）
ｚ
，易知０＜ｍ＜＋"．

１　 相关引理

　　 设Ｘ，Ｚ为赋范线性空间，Ｌ：Ｄ（Ｌ）Ｘ→Ｚ为

线性映射，Ｎ：Ｘ→Ｚ为连续映射．若ＩｍＬ为闭的，而
且ｄｉｍ　Ｋｅｒ　Ｌ＝Ｃｏｄｉｍ　ＩｍＬ＜ "，称Ｌ是指标为０的

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ映射．若Ｌ是指标为０的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ映射，且
存 在连续投影Ｐ：Ｘ→Ｘ，Ｑ：Ｚ→Ｚ，使ＩｍＰ＝Ｋｅｒ　Ｌ，

Ｋｅｒ　Ｑ＝ＩｍＬ＝Ｉｍ（Ｉ－Ｑ），则Ｌ｜Ｄ（Ｌ）∩Ｋｅｒ　Ｐ：（Ｉ－Ｐ）Ｘ→
ＩｍＬ可逆，记其逆为ｋＰ．设Ω为Ｘ的有界开子集，若

ＱＮ（Ω）为有界，且ｋＰ（Ｉ－Ｑ）Ｎ：Ω→Ｘ为紧，则称Ｎ
在Ω上为Ｌ?紧的．由于ＩｍＬ同胚于Ｋｅｒ　Ｌ，记其同胚

为Ｊ：ＩｍＬ→Ｋｅｒ　Ｌ．
　　 引理１［６］　 设Ｌ是指标为０的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ算子，

Ｎ 在Ω上为Ｌ?紧，若

　　（ａ）λ∈ （０，１），方程Ｌｘ＝λＮｘ 的任一解ｘ 
Ω，

　　（ｂ）ｘ∈Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ，ＱＮｘ≠０且ｄｅｇ｛ＪＱＮ，Ω
∩Ｋｅｒ　Ｌ，０｝≠０，
则方程Ｌｘ＝Ｎｘ在Ｄ（Ｌ）∩Ω中至少有一解．
　　引理２［７］　设ｇ：Ｚ→Ｒ为ω周期的，ｎ１，ｎ２∈Ｉω，
则对 ｎ∈Ｚ有

　　ｇ（ｎ）≤ｇ（ｎ１）＋∑
ω－１

ｓ＝０

（ｇ（ｓ＋１）－ｇ（ｓ）），

　　ｇ（ｎ）≥ｇ（ｎ２）－∑
ω－１

ｓ＝０
｜ｇ（ｓ＋１）－ｇ（ｓ）｜．

２　 主要结果

　　 定理１　 假设（Ａ１）及下列条件满足：

　　（Ａ２）珔ｂ＞０，珔ａ－珋ｃｍ ＞０，

　　（Ａ３）珚ｄ＞０，ｋ珋ｅ－珚ｄ＞０，
则方程（２）存在各分量为正的ω?周期解．
　　证明　记Ｓ＝｛｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝｝，Ｓω＝｛｛（ｘ（ｎ），

ｙ（ｎ））｝∈Ｓ｜（ｘ（ｎ＋ω），ｙ（ｎ＋ω））＝（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ）），

ｎ∈Ｚ｝，
在Ｓω 中定义范数为 ‖｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝‖＝

ｍａｘ
ｎ∈Ｉω

ｘ２（ｎ）＋ｙ２（ｎ槡 ），则Ｓω 为有限维Ｂａｎａｃｈ空间，

记

　　Ｓω０＝｛｛ｖ（ｎ）｝＝｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝∈Ｓω，

１
ω∑

ω－１

ｎ＝０
ｖ（ｎ）＝０｝，

　　Ｓωｃ＝｛｛ｖ（ｎ）｝＝｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝∈Ｓω，ｖ（ｎ）＝ｈ，
ｎ∈Ｚ｝，
则Ｓω０ 及Ｓωｃ 为Ｓω 的闭线性子空间，且

　　Ｓω＝Ｓω０ Ｓωｃ，ｄｉｍＳωｃ ＝２．
那么证明方程（２）存在各分量为正的ω?周期解，只需

证明方程
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　　ｙ（ｎ－τ（ｎ

烅
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存在ω周期解．为此令Ｘ＝Ｚ＝Ｓω，对于ｖ∈Ｓω，ｎ∈
Ｚ，
　　Ｌ（ｖ（ｋ））＝ｖ（ｎ＋１）－ｖ（ｎ），
　　Ｎ（ｖ（ｎ））＝ａ（ｎ）－ｂ（ｎ）ｅｘｐ｛ｘ（ｎ）｝－
ｃ（ｎ）ｇ（ｅｘｐ｛ｘ（ｎ）－ｙ（ｎ）｝）ｅｘｐ｛ｙ（ｎ）－ｘ（ｎ）｝－
ｄ（ｎ）＋ｅ（ｎ）ｇ（ｅｘｐ｛ｘ（ｎ－τ（ｎ））－ｙ（ｎ－τ（ｎ））｝））．
易知Ｌ为有界线性算子，且

　　Ｋｅｒ　Ｌ＝Ｓωｃ，ＩｍＬ＝Ｓω０，ｄｉｍ　Ｋｅｒ　Ｌ＝
Ｃｏｄｉｍ　ＩｍＬ＝２．
故Ｌ是指标为０的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ算子．

　　 定 义 Ｐ（ｖ）＝ １
ω∑

ω－１

ｎ＝０
ｖ（ｎ），ｖ ∈ Ｚ，Ｑ（ｚ）＝

１
ω∑

ω－１

ｎ＝０
ｚ（ｎ），ｚ∈Ｚ．易知Ｐ，Ｑ满足Ｉｍ　Ｐ＝Ｋｅｒ　Ｌ，

Ｋｅｒ　Ｑ＝ＩｍＬ＝Ｉｍ（Ｉ－Ｑ），且Ｌ的广义逆ｋｐ：ＩｍＬ→

Ｋｅｒ　Ｐ∩Ｄ（Ｌ）为ｋｐ（ｚ）（ｎ）＝∑
ｎ

ｓ＝０
ｚ（ｓ）－１ω∑

ω－１

ｓ＝０

（ω－

ｓ）ｚ（ｓ）．易知ＱＮ 及ｋｐ（Ｉ－Ｑ）Ｎ连续．又由于Ｘ为有

限维，对Ｘ的任意有界开集Ω，ｋｐ（Ｉ－Ｑ）Ｎ（Ω）为紧

的，且ＱＮ（Ω）有界，故Ｌ在Ω 上Ｌ 紧．由于Ｉｍ　Ｑ＝
Ｋｅｒ　Ｌ，从ＩｍＱ到Ｋｅｒ　Ｌ的同胚映射为Ｉ．考虑算子方

程Ｌｖ＝λＮｖ，λ∈ （０，１）），即

　　

ｘ（ｎ＋１）－ｘ（ｎ）＝λ（ａ（ｎ）－ｂ（ｎ）ｅｘｐ｛ｘ（ｎ）｝－
　　ｃ（ｎ）ｇ（ｅｘｐ｛ｘ（ｎ）－ｙ（ｎ）｝）ｅｘｐ｛ｙ（ｎ）－
　　ｘ（ｎ）｝），
ｙ（ｎ＋１）－ｙ（ｎ）＝λ（－ｄ（ｎ）＋
　　ｅ（ｎ）ｇ（ｅｘｐ｛ｘ（ｎ－τ（ｎ））－ｙ（ｎ－
　　τ（ｎ）｝））

烅

烄
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若｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝∈Ｘ为方程（４）的解，则

　　

ω珔ａ＝∑
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ｂ（ｎ）ｅｘｐ｛ｘ（ｎ）｝＋∑

ω－１
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　　（ｅｘｐ｛ｘ（ｎ）－ｙ（ｎ）｝）ｅｘｐ｛ｙ（ｎ）－ｘ（ｎ）｝，

ω珚ｄ＝∑
ω－１
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ｅ（ｎ）ｇ（ｅｘｐ｛ｘ（ｎ－τ（ｎ））－

　　ｙ（ｎ－τ（ｎ））｝）

烅

烄
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由方程（４）与方程（５）得

　　
∑
ω－１

ｎ＝０
｜ｘ（ｎ＋１）－ｘ（ｎ）｜≤ （珡Ａ＋珔ａ）ω，

∑
ω－１

ｎ＝０
｜ｙ（ｎ＋１）－ｙ（ｎ）｜≤ （珡Ｄ＋珚ｄ）ω

烅

烄

烆 ，
（６）

存 在ξ１，η１ ∈ Ｉω，使 ｘ（ξ１）＝ ｍｉｎｎ∈Ｉω
ｖ（ｎ），ｘ（η１）＝

ｍａｘ
ｎ∈Ｉω
ｖ（ｎ）．由方程（５）得

　　珔ａω≥∑
ω－１

ｎ＝０
ｂ（ｎ）ｅｘｐ｛ｖ（ｎ）｝≥∑

ω－１

ｎ＝０
ｂ（ｎ）ｅｘｐ｛ｘ（ξ１）｝，

故ｘ（ξ１）≤ｌｎ
珔ａ
珔ｂ．

由引理３及方程（６）知，对 ｎ∈Ｚ

有

　　ｘ（ｎ）≤ｘ（ξ１）＋∑
ω－１

ｓ＝０
｜ｘ（ｓ＋１）－ｘ（ｓ）｜≤

ｌｎ
珔ａ
珔ｂ ＋

（珡Ａ＋珔ａ）ω＝Ｌ１．

又由于

　　珔ａω≤∑
ω－１

ｎ＝０
ｂ（ｎ）ｅｘｐ｛ｘ（ｎ）｝＋∑

ω－１

ｎ＝０
ｃ（ｎ）·ｍ≤

∑
ω－１

ｎ＝０
ｂ（ｎ）ｅｘｐ｛ｖ（η１）｝＋珋ｅｍω＝

珔ｂωｅｘｐ｛ｖ（η１）｝＋珋ｃωω，
由假设（Ａ２）知

　　ｘ（η１）≥ｌｎ
珔ａ－珋ｃｍ
珔ｂ ．

由引理３及 方 程（５）知，对 ｎ∈Ｚ 有ｘ（ｎ）≥ｌｎ
珔ａ－珋ｃｍ
珔ｂ －（珡Ａ＋珔ａ）ω＝ｌ１，存在ξ２，η２ ∈Ｉω 使ｙ（ξ２－

τ（ξ２））＝ｍｉｎｎ∈Ｉω
ｖ（ｎ－τ（ｎ）），ｙ（η２－τ（η２））＝ｍａｘｎ∈Ｉω

ｙ（ｎ－

τ（ｎ））．
由方程（５）的第二个方程得

　　ω珚ｄ＝∑
ω－１

ｎ＝０
ｅ（ｎ）ｇ（ｅｘｐ｛ｘ（ｎ－τ（ｎ））－ｙ（ｎ－

τ（ｎ）｝≤∑
ω－１

ｎ＝０
ｅ（ｎ）ｇ（ ｅＬ１

ｅｘｐ｛ｙ（ξ２－τ（ξ２））｝
）＝

珋ｅωｇ（ ｅＬ１
ｅｘｐ｛ｙ（ξ２－τ（ξ２））｝

）． （７）

又由条件（Ａ１）知，存 在 唯 一 的 Ｍ０ ∈ （０，＋ "），使

ｇ（Ｍ０）＝
珚ｄ
珋ｅ．

从而由（７）式及ｇ（ｕ）在［０，＋"）为严格

单 调递增知ｙ（ξ２－τ（ξ２））≤Ｌ１－ｌｎ　Ｍ０．由｛ｙ（ｎ）｝的

ω周期性及引理３知，对 ｎ∈Ｚ有

　　ｙ（ｎ）≤ｙ（ξ２－τ（ξ２））＋∑
ω－１

ｓ＝０
｜ｙ（ｓ＋１）－ｙ（ｓ）｜≤

Ｌ１－ｌｎ　Ｍ０＋（珡Ｄ＋珚ｄ）ω＝Ｌ２．
再由

　　ω珚ｄ≥∑
ω－１

ｎ＝０
ｅ（ｎ）ｇ（ ｅｌ１

ｅｘｐ｛ｙ（η２－τ（η２））｝
）＝

ω珋ｅｇ（ｅｘｐ｛ｌ１－ｙ（η２－τ（η２））｝），
和ｇ（ｕ）的单调性知

　　ｙ（η２－τ（η２））≥ｌ１－ｌｎ　Ｍ０．
由｛ｙ（ｎ）｝的ω周期性及引理３知，对 ｎ∈Ｚ有

　　ｙ（ｎ）≥ｌ１－ＩｎＭ０－（珡Ｄ＋珚ｄ）ω＝ｌ２．
　　 记 Ｈｉ ＝ｍａｘ｛｜ｌｉ｜，｜Ｌｉ｜｝，ｉ＝１，２，Ｈ ＝

Ｈ２
１＋Ｈ槡 ２

２，则有

　　‖ｖ‖ ≤Ｈ，ａ１（μ）＝ｌｎ
珔ａＭ０－珋ｃｇ（Ｍ０）μ

珔ｂＭ０
＝

ｌｎ
珔ａ珋ｅＭ０－珋ｃ珚ｄμ
珔ｂ珋ｅＭ０

，ａ２（μ）＝
珔ａ珋ｅＭ０－珋ｃ珚ｄμ
珔ｂ珋ｅＭ２

０
，

　　Ｍ１＝ｍａｘ
０≤μ≤１

（ａ１（μ））
２＋（ａ２（μ））槡 ２．

取Ｍ＞ｍａｘ（Ｈ，Ｍ１），令Ω＝｛ｖ＝｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝∈
Ｘ：‖ｖ‖＜Ｍ｝．若存在ｖ∈Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ，使ＱＮｖ＝０，
即

　　

∑
ω－１

ｎ＝０
ａ（ｎ）－∑

ω－１

ｎ＝０
ｂ（ｎ）ｅｈ１－

　　∑
ω－１

ｎ＝０
ｃ（ｎ）ｇ（ｅｈ１－ｈ２）ｅｈ２－ｈ１＝０，

∑
ω－１

ｎ＝０
－ｄ（ｎ）＋∑

ω－１

ｎ＝０
ｅ（ｎ）ｇ（ｅｈ１－ｈ２）＝０

烅

烄

烆 ．

那么

　　
｛珔ａ－珔ｂｅｎ１－珋ｃｇ（ｅｈ１－ｈ２）ｅｈ２－ｈ１＝０，

ｅｈ１－ｈ２＝Ｍ０｛ ，
故

　　ｈ１ ＝ｌｎ
珔ａＭ０－珋ｃｇ（Ｍ０）

珔ｂＭ０
＝ｌｎ

珔ａ珋ｅＭ０－珋ｃ珚ｄ
珔ｂ珨Ｍ０珋ｅ ＝

ａ１（１），ｈ２＝ｌｎ
珔ａ珋ｅＭ０－珋ｃ珚ｄ
珔ｂ珋ｅＭ２

０
＝ａ２（１），产 生 矛 盾．从 而

ｖ∈Ω∩Ｋｅｒ　ＬＱＮｖ≠０．考虑同伦映射ｈμ（ｖ）＝

μＱＮｖ＋（１－μ）Ｇｖ，μ∈ ［０，１］，其中Ｇｖ＝（珔ａ－珔ｂｅ　ｘ，

－珚ｄ＋珋ｅｇ（ｅｘ－ｙ）．易知Ｇｖ＝０在Ω内有唯一解

　　（ｌｎ
珔ａ
珔ｂ
，ｌｎ

珔ａ
珔ｂＭ０

）＝（ａ１（０），ａ２（０）），

且ｄｅｇ（Ｇ，Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ，０）＝ｓｇｎ珔ａ珋ｅｇ′（Ｍ０）１Ｍ０＝
１．

８４ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２



若 μ∈ ［０，１］，使０∈ｈμ（Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ），即有ｖ＝
（ｈ１，ｈ２）∈Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ，使ｈμ（ｖ）＝０．从而

　　
珔ａ－珔ｂｅｈ１－μ珋ｅｇ（ｅ

ｈ１－ｈ２）ｅｈ２－ｈ１＝０，

－珚ｄ＋珋ｅｇ（ｅｈ１－ｈ２）＝０｛ ，

即ｈ１＝ｌｎ
珔ａＭ０－μ珋ｃｇ（Ｍ０）

珔ｂＭ０
，ｈ２＝ｌｎ

珔ａＭ０－μ珋ｃｇ（Ｍ０）
珔ｂＭ０

．

从而 ｈ２１＋ｈ槡 ２
２ ≤Ｍ１ ＜Ｍ．产生矛盾．故 μ∈ ［０，

１］，０ｈμ（Ω∩Ｋｅｒ　Ｌ），

　　 由于Ｊ＝Ｉ，由同伦不变性知

　　ｄｅｇ｛ＱＮ，Ω∩ Ｋｅｒ　Ｌ，０｝＝ｄｅｇ｛Ｇ，Ω∩ Ｋｅｒ　Ｌ，０｝

≠０，
由引理１知，存在ｖ∈Ｄ（Ｌ）∩Ω，使Ｌｖ＝Ｎｖ，即方程

（３）存在ω?周期解｛（ｘ（ｎ），ｙ（ｎ））｝．令珚ｘ（ｎ）＝ｅｘ（ｎ），
珔ｙ（ｎ）＝ｅｙ（ｎ），易知｛（珚ｘ（ｎ），珔ｙ（ｎ））｝为方程（２）的ω?周

期解，且 ｎ∈Ｚ，有珚ｘ（ｎ）＞０，珔ｙ（ｎ）＞０．
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３　极限环的存在性

　　定理３．１　若系统（２）满足下列条件

　　（Ⅰ）Ｌ－（ｄ
β
）１ｎ ＜ｍ＜ｋ－（ｄ

β
）１ｎ，

　　（Ⅱ）λ＞０，
则系统（２）在Ｍ 内至少存在一个极限环．

　　证明　构造环域
︵ＯＡ　ＢＣＤ 包含Ｅ＊ 点，定义：

　　ＯＡ：Ｌ１＝ｙ＝０，ＡＢ：Ｌ２＝ｘ－（ｋ－ｍ）＝０．
设

　　
ｘ′＝ｘｎ（α０－ｙ），

ｙ′＝ｙ（－ｄ＋βｘ
ｎ烅

烄

烆 ），
（０＜ｎ≤１）， （３）

其中α０＝

ｍａｘ
ｘ＊≤ｘ≤ｋ－ｍ

［α（ｘ＋ｍ）（ｋ－ｍ－ｘ）（ｘ＋ｍ＋Ｌ）］
ｘｎ

，系统

（３）满 足 初 始 值Ｂ（ｋ－ｍ，α０）的 轨 线 交ｘ＝ｘ＊ 于

Ｃ（ｘ＊，ｙ１），ＣＤ：Ｌ３＝ｙ－ｙ１＝０，ＤＯ：Ｌ４＝ｘ＝０，则

　　ｄＬ２ｄｔ （２）
＝－（ｋ－ｍ）ｎｙ＜０，ｙ＞０，

　　ｄＬ３ｄｔ （２）
＝ｙ１（－ｄ＋βｘ

ｎ）＜０，０＜ｘ＜ｘ＊，

　　ｄＬ４ｄｔ （２）
＝αｍ（ｋ－ｍ）（ｍ－Ｌ）＞０，

系统（２）从ＡＢ，ＣＤ，ＤＯ 的外部进入环的内部，在︵ＢＣ

上，比较系统（２）和系统（３），则

　　ｄｘｄｔ （２）
＜
ｄｘ
ｄｔ （３）

＜０，且
ｄｙ
ｄｔ （２）

＝ｄｙｄｔ （３）
＞０，

　　那么系统（２）的轨线从
︵ＢＣ 的 外 部 进 入 环 内 部，

另外，在条件（Ⅰ）和（Ⅱ）下，Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是 不 稳 定

的，由Ｐｏｉｎｃａｒｅ－Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ定 理，系 统（２）在 环 ＯＡ
︵ＢＣＤ 内至少存在一个极限环．
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