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二阶非线性时滞微分方程边值问题正解的存在性*

ExistenceofPositiveSolutionsforBoundaryValuePro飊
blemsofNonlinearSecond飊OrderDelayDifferentialE灢
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摘要:给出非线性二阶时滞微分方程边值问题存在正解的一些条件,并利用锥上的 Guo飊Krasonselskii不动点定

理证明这些条件是成立的.
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Abstract:Theconditionsofexistenceofpositivesolutionsfornonlinearsecond飊orderboundary
valueproblemswithdelayaregiven,andtheirproofsarebasedonGuo飊Krasonselskiifixed
pointtheoremincone.
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暋暋我们考虑边值问题(BVP)

暋暋(p(t)u曚)曚 +毸a(t)f(t,u(t-氂))=0,0<t<1,
(0.1)

暋暋毩1u(t)-毬1p(t)u曚(t)=0,-氂曑t曑0, (0.2)

暋暋毩2u(1)+毬2p(1)u曚(1)=0
解的存在性,其中毸>0,氂暿 (0,1)是一个常数,并且

满足

暋暋(H1)p(t)暿C([0,1],(0,曓)),f暿C([0,1]暳
[0,曓),(0,曓));

暋暋(H2)毩i,毬i 曒0,i=1,2,氀=毩2毬1+毩1毬2+

毩2毩1曇
1

0

d毭
p(毭)>0.

暋暋 当氂=0,a=1,并且(0.2)式中的t=0时,边值

问题(BVP)为Sturm飊Liouville常微分边值问题,此
时边值问题(0.1)和(0.2)的解的存在性问题已经得

到了广泛研究[1~3].
暋暋 当氂=0,a(t)>0,并且(0.2)式中的t=0时,Ge
weigao等[4] 应用锥上的不动点定理得到了(0.1)式

和(0.2)式正解的存在性.而且正解是在(H1)曚:p(t)

暿C([0,1],(0,曓)),f 暿 C([0,1]暳 [0,曓),R),

(H2)和(H3):a 暿 C((0,1),(0,曓)),0 <曇
1

0
G(t,

s)a(s)ds< 曓 的条件下得到的.其中氀如(H2)中的

定义,G(t,s)是微分方程(p(t)u曚)曚 =0在边值条件

毩1u(0)-毬1p(0)u曚(0)=0,毩2u(1)+毬2p(1)u曚(1)=0
的格林函数,形式如下:

暋G(t,s)=

氀-1(毬1+毩1曇
t

0

d毭
p(毭))(毬2+毩2曇

1

s

d毭
p(毭)),

暋暋0曑t曑s曑1;

氀-1(毬1+毩1曇
s

0

d毭
p(毭))(毬2+毩2曇

1

t

d毭
p(毭)),

暋暋0曑s曑t曑1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

(0.3)
那么,由格林函数的定义容易得到,对于所有的t暿
[0,1],G(t,s)曑G(s,s).
暋暋 对于p=1,氂=0,在狄利克雷边界条件下,很多

作者研究了这个问题[5~8].D.Bai等[5] 研究了
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暋暋
u曞 +毸g(t,u(t-氂))=0,0<t<1,0<氂;

u(t)=0,-氂曑t曑0;

u(1)=0

ì

î

í

ïï

ïï .
其中毸是一个正实参数,g(t,u)=a(t)f(t,u).
W.Wang等[6] 研究了

暋暋
x曞 +毸p(t)f(t,x(t-氂))=0,t暿J=[0,1];

x(t)=0,-氂曑t曑0;

x(1)=ax(毲)

ì

î

í

ïï

ïï .
其中毸是一个正实参数.他们在一定条件下都获得了

一些很好的结果.
暋暋 受到以上研究成果的启发,本文给出毸的适当范

围来确保边值问题(0.1)和 (0.2)的正解的存在,并
利用 Guo飊Krasonselskii不动点定理证明了该结论.

1暋 预备知识

暋暋 需要假设:

暋暋(H4)a暿C((0,1),(0,曓)),0<曇
1

0
G(s,

s)a(s)ds< 曓,
并且允许a(t)在(0,1)的端点处奇异.
暋暋 定理1.1[9]令K 为Banach空间E中的一个锥,

毟1,毟2 为E中的两个有界开集,使得煀毟1 灱毟2.令T:

K 暽 (煀毟2\毟1)曻 K 是一个全连续算子使得:

暋暋暚Tu暚 曑 暚u暚,对所有u暿K暽灥毟1,暚Tu暚
曒 暚u暚,对所有u 暿 K 暽灥毟2;或者 暚Tu暚 曒
暚u暚,对所有u暿K 暽灥毟1,暚Tu暚 曑 暚u暚,对所

有u暿K 暽灥毟2,
则T 在K 暽 (煀毟2\毟1)有一个不动点.
暋暋 引理1.1[10] 假设:

暋暋(B1)p(t)暿C([0,1],(0,曓)),

暋暋(B2)毩i,毬i 曒0,i=1,2,毩1毩2+毩1毬2+毩2毬1 >0成

立,并且u(t)满足

暋暋(p(t)u曚(t))曚 =-v(t),0曑t曑1,

暋暋毩1u(0)-毬1p(0)u曚(0)=0,

暋暋毩2u(1)+毬2p(1)u曚(1)=0.
其中 v(t)暿 L1(0,1),v(t)曒 0.那 么 有 u(t)曒
暚u暚q(t),t暿 [0,1],

暋暋q(t)=min(
毬1+毩1曇

t

0
(d毭/p(毭))

毬1+毩1曇
1

0
(d毭/p(毭))

,

毬2+毩2曇
1

t
(d毭/p(毭))

毬2+毩2曇
1

0
(d毭/p(毭))

),

很容易得到0<q(t)<1.这里 暚·暚 代表上确界范

数.为了方便以下采用如下的记号

暋暋毼= min
t暿[0,1-氂]

q(t),氂暿 (0,1). (1.1)

暋暋 定义1.1暋u(t)称为边值问题(0.1)和(0.2)的

一个正解,如果它满足:

暋暋(1)u暿C[-氂,1]暽C2(0,1);

暋暋(2)u(t)>0,t暿 (0,1)并且满足边界条件

(0.2);

暋暋(3)(p(t)u曚)曚 =-毸a(t)f(t,u(t-氂)),t暿
(0,1).
暋暋 若令

暋暋E={u 暿C[-氂,1]:u(t)=0,炐t暿 [-氂,0];

毩2u(1)+毬2p(1)u曚(1)=0},
其中的范数 暚·暚 定义为 暚u暚=sup{旤u(t)旤:-氂
曑t曑1},那么(E,暚·暚)是一个Banach空间.很显

然 暚·暚[0,1]=暚·暚,对于u暿E:u曒0.这里

暚·暚[0,1] 表示C[0,1]上的上确界范数.
暋暋 边值问题(0.1)和(0.2)的解可以表示为

暋暋u(t)=

0,-氂曑t曑0,

毸曇
1

0
a(s)G(t,s)f(s,u(s-氂))ds,

暋暋0曑t曑1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(1.2)

其中的G(t,s)如(0.3)式.
暋暋 定义一个锥K 灱E,

暋暋K = {u 暿 E:u(t)曒 0,炐t 暿 [0,1],u(t)曒
q(t)暚u暚}.

毼定义如(1.1)式,记

暋暋minf曓 暶=lim
u曻曓

inf
s暿[0,1]

minf(s,u)
u

,

暋暋maxf0暶=lim
u曻0+

sup
s暿[0,1]

maxf(s,u)
u

,

暋暋minf0=lim
u曻0+

inf
s暿[0,1]

minf(s,u)
u

,

暋暋maxf曓 暶=lim
u曻 曓

sup
s暿[0,1]

maxf(s,u)
u .

2暋 主要结果

暋暋 定理2.1暋 假设(H1)~ (H4)成立,且 minf曓

>0,maxf0 < 曓.存在一个毰>0,使得f(s,u)曑
(maxf0+毰)u,f(s,u)曒 (minf曓 -毰)u,s暿 [0,1].
对于

暋暋毸暿 [ 1

毼(minf曓 -毰)sup曇
1

氂
a(s)G(t,s)ds

,

1
(maxf0+毰)曇

1

氂
G(s,s)a(s)ds

], (2.1)

边值问题(0.1)和(0.2)至少有一个正解.
暋暋 证明 暋 定义积分算子T 为
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暋暋Tu(t)=

0,-氂曑t曑0,

毸曇
1

0
G(t,s)a(s)f(s,u(s-氂))ds,

暋0曑t曑1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

u暿K,很显然 暚·暚[0,1]=暚·暚 ,由引理1.1,我们

有u(t)曒 暚u暚q(t),t暿 [0,1],Tu暿K,由Arzela
飊Ascoli定理知T 是一个全连续算子.现在用定理

(1灡1)证明T 有一个不动点.
暋暋 由 maxf0 < 曓,则存在毰>0,N1 >0,固定毰使

得0曑u曑N1,f(t,u)曑 (maxf0+毰)u.令毟1={u
暿E:暚u暚 <N1},灥毟1={u暿E:暚u暚=N1},u暿
K 暽灥毟1,有

暋暋暚Tu暚=毸sup
t暿[0,1]曇

1

0
a(s)G(t,s)f(s,u(s-

氂))ds曑毸(maxf0+毰)曇
1

0
a(s)G(s,s)u(s-氂)ds=

毸(maxf0+毰)曇
1-氂

-氂
a(s+氂)G(s+氂,s+氂)u(s)ds=

毸(maxf0+毰)曇
1-氂

0
a(s+氂)G(s+氂,s+氂)u(s)ds曑

毸(maxf0+毰)曇
1-氂

0
a(s+氂)G(s+氂,s+氂)暚u 暚ds=

毸(maxf0+毰)曇
1

氂
a(s)G(s,s)ds暚u暚 曑 暚u暚.

暋暋 另外,由 minf曓 >0,存在一个N2 >N1 >0,
使得u>N2,f(s,u)曒 (minf曓 -毰)u.令毟2={u暿
E:暚u暚 <N2},灥毟2={u暿E:暚u暚=N2}.那么对

于u暿K 暽灥毟2,由(1.1)式得

暋暋暚Tu暚=毸sup
t暿[0,1]曇

1

0
a(s)G(t,s)f(s,u(s-

氂))ds曒毸sup
t暿[0,1]

(minf曓 -毰)曇
1

0
a(s)G(t,s)u(s-

氂)ds=毸sup
t暿[0,1]

(minf曓 -毰)曇
1-氂

-氂
a(s+氂)G(t,s+

氂)u(s)ds=毸sup
t暿[0,1]

(minf曓 -毢)曇
1-氂

0
a(s+氂)G(t,s+

氂)u(s)ds曒毸sup
t暿[0,1]

(minf曓 -毰)曇
1-氂

0
a(s+氂)G(t,s+

氂)q(s)暚u 暚ds 曒毸 sup
t暿 [0,1]

(minf曓 -毰)曇
1-氂

0
a(s+

氂)G(t,s+氂)毼暚u 暚ds=毸sup
t暿[0,1]

(minf曓 -

毰)曇
1

氂
a(s)G(t,s)毼暚u 暚ds曒 暚u暚.

暋暋 根据定理(1.1)的第一部分,T 有一个不动点u
暿K 暽 (煀毟2\毟1),并且u(t)是边值问题(0灡1)和

(0灡2)的一个正解,所以定理2.1成立.
暋暋 定理2.2暋 假设(H1)~(H4)成立,且 minf0 >
0,maxf曓 < 曓.假设存在一个毰>0,使得f(s,u)曒
(minf0-毢)u,f(s,u)曑 (maxf曓 +毢)u,s暿 [0,1].

对于

暋暋毸暿 [ 1
(minf0-毰)毼sup曇

1

氂
G(t,s)a(s)ds

,

1
(maxf曓 +毰)曇

1

0
G(s,s)a(s)ds

]. (2.2)

其中毼如(1.1)式定义.那么边值问题(0.1)和(0.2)
至少有一个正解.
暋暋 证明 暋 由 minf0 >0,存在一个N1 >0,使得

对于0<u<N1,有f(s,u)曒 (minf0-毰)u.令毟1

={u暿E:暚u暚 <N1},灥毟1={u暿E:暚u暚=N1},
那么对于u暿 K 暽灥毟1 和(1.1)式有

暋暋暚Tu暚=毸sup
t暿[0,1]曇

1

0
a(s)G(t,s)f(s,u(s-

氂))ds曒毸(minf0-毰)sup
t暿[0,1]曇

1

氂
a(s)G(t,s)u(s-

氂)ds=毸(minf0 -毰)sup
t暿[0,1]曇

1-氂

0
a(s+氂)G(t,s+

氂)u(s)ds曒毸(minf0-毰)sup
t暿[0,1]曇

1-氂

0
a(s+氂)G(t,s+

氂)q(s)暚u 暚ds 曒 毸(minf0 -毰)sup
t暿[0,1]曇

1-氂

0
a(s+

氂)G(t,s+氂)( min
s暿[0,1-氂]

q(s))暚u 暚ds=毸(minf0-

毰)sup
t暿[0,1]曇

1-氂

0
a(s+氂)G(t,s+氂)氂)毼暚u暚ds=

毸毼(minf0-毰)sup
t暿[0,1]曇

1

氂
a(s)G(t,s)暚u暚ds曒 暚u暚.

暋暋 另外,由 maxf曓 < 曓,存在一个N2 >0,使得u
>N2,f(s,u)曑 (maxf曓 +毰)u.此时有两种情况:
(a)f有界;(b)f无界.
暋暋 对于(a),我们可以找到一个N>0,使得f(s,u)

曑N,0<u<N,和毸N曇
1

0
a(s)G(s,s)ds=N2 >N1.

令毟2={u暿E:暚u暚 <N2},灥毟2={u暿E:

暚u暚=N2},那么对于u暿 K 暽灥毟2有

暋暋暚u暚 曑 毸曇
1

0
a(s)G(s,s)f(s,u(s - 氂))ds 曑

毸N曇
1

0
a(s)G(s,s)ds曑N2=暚u暚.

暋暋 对于(b),选择 N2 > N1 >0,使得f(s,u)曑
f(s,N2),f(s,N2)曑 (maxf曓 +毢)N2,s暿 [0,1],0
<u<N2.令毟2={u暿E:暚u暚 <N2},灥毟2={u暿
E:暚u暚=N2},那么对于u暿K 暽灥毟2,有

暋暋暚Tu暚=毸sup
t暿[0,1]曇

1

0
a(s)G(t,s)f(s,u(s-

氂))ds曑毸曇
1

0
a(s)G(s,s)f(s,u(s-氂))ds曑

毸曇
1

0
a(s)G(s,s)f(s,N2)ds曑毸(maxf曓 +
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毰)曇
1

0
G(s,s)a(s)N2ds曑N2=暚u暚.

暋暋 根据定理(1.1)的第二部分,T 有一个不动点u
暿K 暽 (煀毟2\毟1),并且u(t)是边值问题(0.1)和

(0灡2)的一个正解,所以定理2.2成立.
暋暋 推论2.1暋 假设(H1)~ (H4)成立,并且 min
f0=曓,maxf曓 < 曓 ,那么边值问题(0.1)和(0.2)
存在一个正解.
暋暋 证明 暋 由 minf0=曓,存在一个L>0,N1 >
0使得

暋暋f(t,u)曒Lu,0<u<N1,毸L毼曇
1

氂
a(s)G(t,s)ds

曒1,
其中毼定义如(1.1)式.记毟1={u暿E:暚u暚<N1},

灥毟1={u暿E:暚u暚=N1},对于u暿K 暽灥毟1,有

暋暋暚Tu暚=毸sup
t暿[0,1]曇

1

0
a(s)G(t,s)f(s,u(s-

氂))ds曒毸L曇
1

0
a(s)G(t,s)u(s-氂)ds曒

毸L曇
1

氂
a(s)G(t,s)u(s-氂)ds=毸L曇

1-氂

0
a(s+氂)G(t,s+

氂)u(s)ds曒毸L毼曇
1-氂

0
a(s+氂)G(t,s+氂)暚u暚ds=

毸L毼曇
1

氂
a(s)G(t,s)暚u暚ds曒 暚u暚.

暋暋 由 maxf曓 < 曓,那么只需证明存在一个N2 >
N1,毟2={u暿E:暚u暚 <N2},灥毟2={u暿
E:暚u暚=N2}.当u暿K暽灥毟2 时,暚u暚 曑 暚u暚,
后续证明过程如定理2.2.
暋暋 那么根据定理1.1.我们可以得到T有一个不动

点u暿K 暽 (煀毟2\毟1),并且u(t)是边值问题(0.1)和
(0.2)的一个正解,所以推论2.1成立.
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科学家研制石墨烯调制器可以实现超快数据通讯

暋暋美国科学家在石墨烯上找到了一个最有效的位置来施加足够的电压,当施加充足的负电压时,电子被吸出

石墨烯并不再能吸收光子,因此,当光子通过石墨烯时,石墨烯完全透明,光被“打开暠;当施加某种正电压时,石
墨烯也是透明的,但是电子紧密地包裹在一起,使它们无法吸收光子,从而有效地“关闭暠光线。所此科学家们

将石墨烯铺展在一个硅波导管的顶部,建造出一款能打开或关闭光的光调制器(调制器是控制数据传输速度的

关键),其调制速度目前为1吉赫(千兆赫)。与基于电学的组件相比,基于光学的组件有多种优势,包括能携带

更密集的数据包更快地传输。新调制器是全球最小的光调制器,仅为25毺m,比一般为几平方毫米的普通商用

调制器小很多,其能在现有最快速度10多倍的速度下操作,新技术有望显著提升超快光通讯和光计算的能力,
未来,使用该石墨烯调制器,消费者只需几秒,就能将整部三维高清电影“搬暠到智能手机上。

(据科学网)
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