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摘要：证明平方数集合的五分拆问题Ｒ５（ｎ）有解的充要条件是ｎ≡０，２，４（ｍｏｄ　５）且ｎ≠２，４，５，７，９，１０，１２，１４，
１５，１７，２２．
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　　我们称集合Ａ 的元素数之和为集合Ａ 的容量，
记为［Ａ］．集 合 Ｍ ＝｛１２，２２，…，ｎ２｝的ｋ分 拆 问 题

Ｒｋ（ｎ）是指将集合Ｍ＝｛１２，２２，…，ｎ２｝分拆成ｋ个子

集Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ，且满足条件：

　　（１）Ｍ＝Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｋ，并且Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ
两两互不相交；

　　（２）集合Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ 各自的元素数之和相等，
即各自的容量之和相等［Ａ１］＝［Ａ２］＝…＝［Ａｋ］．
　　 显 然，若 问 题 Ｒｋ（ｎ）有 解，则 必 有 ［Ａｉ］＝
ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

６ｋ
，ｉ＝１，２，…，ｋ．２００６年阴洪生［１］研

究了平方数集合的二分拆问题，并给出了Ｒ２（ｎ）有解

的 充要条件是ｎ≡０，３（ｍｏｄ　４）且ｎ≠３，４；２００８年阴

洪生［２］ 又 证 明Ｒ３（ｎ）有 解 的 充 要 条 件 是ｎ＝０．４，

８（ｍｏｄ　９）且ｎ≠４，８，９；文献［３］证明Ｒ４（ｎ）有解的

充要条件是ｎ＝０，７（ｍｏｄ　８）且ｎ≠７，８．本文系统地

研究了平方数集合的五分拆问题，并证明Ｒ５（ｎ）有解

的必要条件是ｎ≡０，２，４（ｍｏｄ　５）且ｎ≠２，４，５，７，９，

１０，１２，１４，１５，１７，２２．

１　 相关引理

　　问题Ｒ５（ｎ）：将集合Ｍ＝｛１２，２２，…，ｎ２｝分拆成５
个子集Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ满足

　　（１）Ｍ＝Ａ∪Ｂ∪Ｃ∪Ｄ∪Ｅ，且Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ两

两互不相交；

　　（２）Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ 的 各 自 元 素 之 和 相 等［Ａ］＝
［Ｂ］＝［Ｃ］＝［Ｄ］＝［Ｅ］．
　　 引理１［１］对于任意８个相连的正整数ｋ＋１，ｋ＋
２，…，ｋ＋８，令

　　Ａ＝｛（ｋ＋１）２，（ｋ＋４）２，（ｋ＋６）２，（ｋ＋７）２｝，

　　Ｂ＝｛（ｋ＋２）２，（ｋ＋３）２，（ｋ＋５）２，（ｋ＋８）２｝，
则必有［Ａ］＝［Ｂ］．
　　引理２［２］　对于任意１８个相连正整数ｋ＋１，ｋ＋
２，…，ｋ＋１８，以下３个集合

　　Ａ＝｛（ｋ＋１）２，（ｋ＋６）２，（ｋ＋９）２，（ｋ＋１０）２，
（ｋ＋１４）２，（ｋ＋１７）２｝，

　　Ｂ＝｛（ｋ＋２）２，（ｋ＋５）２，（ｋ＋７）２，（ｋ＋１２）２，（ｋ＋
１５）２，（ｋ＋１６）２｝，

　　Ｃ＝｛（ｋ＋３）２，（ｋ＋４）２，（ｋ＋８）２，（ｋ＋１１）２，（ｋ＋
１３）２，（ｋ＋１８）２｝
的元素之和相等，即［Ａ］＝［Ｂ］＝［Ｃ］．
　　 引理３［３］　 对于任意３２个相连的正整数ｋ＋１，

ｋ＋２，…，ｋ＋３２，令
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　　Ａ＝｛（ｋ＋１）２，（ｋ＋７）２，（ｋ＋１２）２，（ｋ＋１４）２，
（ｋ＋２０）２，（ｋ＋２２）２，（ｋ＋２５）２，（ｋ＋３１）２｝，

　　Ｂ＝｛（ｋ＋３）２，（ｋ＋５）２，（ｋ＋１０）２，（ｋ＋１６）２，
（ｋ＋１８）２，（ｋ＋２４）２，（ｋ＋２７）２，（ｋ＋２９）２｝，

　　Ｃ＝｛（ｋ＋４）２，（ｋ＋６）２，（ｋ＋９）２，（ｋ＋１５）２，（ｋ＋
１７）２，（ｋ＋２３）２，（ｋ＋２８）２，（ｋ＋３０）２｝，

　　Ｄ＝｛（ｋ＋２）２，（ｋ＋８）２，（ｋ＋１１）２，（ｋ＋１３）２，
（ｋ＋１９）２，（ｋ＋２１）２，（ｋ＋２６）２，（ｋ＋３２）２｝，
或者

　　Ａ＝｛（ｋ＋１）２，（ｋ＋７）２，（ｋ＋１０）２，（ｋ＋１６）２，
（ｋ＋２０）２，（ｋ＋２２）２，（ｋ＋２７）２，（ｋ＋２９）２｝，

　　Ｂ＝｛（ｋ＋３）２，（ｋ＋５）２，（ｋ＋１２）２，（ｋ＋１４）２，
（ｋ＋１８）２，（ｋ＋２４）２，（ｋ＋２５）２，（ｋ＋３１）２｝，

　　Ｃ＝｛（ｋ＋４）２，（ｋ＋６）２，（ｋ＋１１）２，（ｋ＋１３）２，
（ｋ＋１７）２，（ｋ＋２３）２，（ｋ＋２６）２，（ｋ＋３２）２｝，

　　Ｄ＝｛（ｋ＋２）２，（ｋ＋８）２，（ｋ＋９）２，（ｋ＋１５）２，
（ｋ＋１９）２，（ｋ＋２１）２，（ｋ＋２８）２，（ｋ＋３０）２｝．
则Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ的各自元素之 和 相 等，即［Ａ］＝［Ｂ］＝
［Ｃ］＝［Ｄ］．
　　引理４　对于任意５０个相连的正整数ｋ＋１，ｋ＋
２，…，ｋ＋５０，令

　　Ａ＝｛（ｋ＋１）２，（ｋ＋１０）２，（ｋ＋１３）２，（ｋ＋１８）２，
（ｋ＋２５）２，（ｋ＋２６）２，（ｋ＋３２）２，（ｋ＋３９）２，（ｋ＋４４）２，
（ｋ＋４７）２｝，

　　Ｂ＝｛（ｋ＋２）２，（ｋ＋９）２，（ｋ＋１４）２，（ｋ＋１７）２，
（ｋ＋２３）２，（ｋ＋２８）２，（ｋ＋３５）２，（ｋ＋３６）２，（ｋ＋４１）２，
（ｋ＋５０）２｝，

　　Ｃ＝｛（ｋ＋３）２，（ｋ＋８）２，（ｋ＋１２）２，（ｋ＋１９）２，
（ｋ＋２４）２，（ｋ＋２７）２，（ｋ＋３１）２，（ｋ＋４０）２，（ｋ＋４５）２，
（ｋ＋４６）２｝，

　　Ｄ＝｛（ｋ＋５）２，（ｋ＋６）２，（ｋ＋１１）２，（ｋ＋２０）２，
（ｋ＋２２）２，（ｋ＋２９）２，（ｋ＋３４）２，（ｋ＋３７）２，（ｋ＋４３）２，
（ｋ＋４８）２｝，

　　Ｅ＝｛（ｋ＋４）２，（ｋ＋７）２，（ｋ＋１５）２，（ｋ＋１６）２，
（ｋ＋２１）２，（ｋ＋３０）２，（ｋ＋３３）２，（ｋ＋３８）２，（ｋ＋４２）２，
（ｋ＋４９）２｝．
则Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ的各自元素之和相等．
　　 证明 　 根据引理１，引理２和引理３的方法，直
接验算即可知引理４成立．

２　 主要结果

　　 定理１　 若ｎ≡０（ｍｏｄ　５０），则问题Ｒ５（ｎ）必

有解．
　　 证明 　 将１２，２２，…，ｎ２（ｎ＝５０ｋ）依大小次序分

成５０个数一组，每组按照引理４的方法分到Ａｉ，Ｂｉ，

Ｃｉ，Ｄｉ，Ｅｉ（１≤ｉ≤ｋ）中去，即Ｍｉ＝Ａｉ∪Ｂｉ∪Ｃｉ∪
Ｄｉ∪Ｅｉ，其中Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ，Ｄｉ，Ｅｉ 互不相交，且［Ａｉ］＝
［Ｂｉ］＝［Ｃｉ］＝［Ｄｉ］＝［Ｅｉ］，令

　　Ａ＝Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａｋ；Ｂ＝Ｂ１∪Ｂ２∪ … ∪
Ｂｋ；Ｃ＝Ｃ１∪Ｃ２∪…∪Ｃｋ；Ｄ＝Ｄ１∪Ｄ２∪…∪Ｄｋ；

Ｅ＝Ｅ１ ∪Ｅ２ ∪ … ∪Ｅｋ．
则由［Ａｉ］＝［Ｂｉ］＝［Ｃｉ］＝［Ｄｉ］＝［Ｅｉ］有［Ａ］＝
［Ｂ］＝［Ｃ］＝［Ｄ］＝［Ｅ］．
　　 定理２　 若Ｒ５（ｎ）有解，则问题Ｒ５（ｎ＋５０）必

有解．
　　 证明 　 由Ｒ５（ｎ）有解，即Ｍ＝｛１２，２２，…，ｎ２｝＝
Ａ∪Ｂ∪Ｃ∪Ｄ∪Ｅ，其中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ两两互不相

交，且各自元素之 和 相 等［Ａ］＝［Ｂ］＝［Ｃ］＝［Ｄ］＝
［Ｅ］．将新加入的５０个数按照引理的方法分到Ａ，Ｂ，

Ｃ，Ｄ，Ｅ中去，即得到Ｒ５（ｎ＋５０）的解．

　　 定理３　 问题Ｒ５（ｎ）有解的充要条件是ｎ≡０，

２，４（ｍｏｄ　５）且ｎ≠２，４，５，７，９，１０，１２，１４，１５，１７，２２；

　　［Ａ］＝［Ｂ］＝［Ｃ］＝［Ｄ］＝［Ｅ］＝
ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

３０ ．

　　 证明 　 必要性．若Ｒ５（ｎ）有解，则有ｎ（ｎ＋
１）（２ｎ＋１）≡０（ｍｏｄ５），故由

　　ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）≡０（ｍｏｄ　５）ｎ≡０，２，４（ｍｏｄ
５），显然ｎ≠２，４，５，７．

　　 若ｎ＝１２，则ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１３０＜１２２，

Ｒ５（１２）无解；若ｎ＝１４，则ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

３０ ＝２０３．设

１４２∈Ａ，而［Ａ］－１４２＝７不能表示为平方和的形式，

故Ｒ５（１４）无解；若ｎ＝１５，则ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

３０ ＝２４８．

设１５２∈Ａ，而［Ａ］－１５２＝２３不能表示为平方和的形

式，故，Ｒ５（１５）无解．

　　若ｎ＝１７，则ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

３０ ＝３５７，于是有１７２

∈Ａ，１６２ ∈Ｂ，１５２ ∈Ｃ，１４２ ∈Ｄ，１３２ ∈Ｅ，而

　　［Ａ］＝３５７＝１７２＋６８＝１７２＋８２＋２２；［Ｂ］＝３５７
＝１６２＋１０１＝１６２＋１０２＋１２；［Ｃ］＝３５７＝１５２＋１３２；
［Ｄ］＝３５７＝１４２＋１６１；［Ｅ］＝３５７＝１３２＋１８８．
　　 若１１２∈Ｃ，则３５７－１５２－１１２＝１１不能表示为

平方和的形式；若１１２ ∈Ｅ，则３５７－１３２－１１２＝６７不

能表示为平方和的形式，故１１２ ∈Ｄ，则［Ｄ］＝３５７＝
１４２＋１１２＋６２＋２２，从而１２２ ∈Ｅ，而３５７－１３２－
１２２＝４４不能表示为平方和的形式，故Ｒ５（１７）无解．

　　 当ｎ＝１９时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝４９４，问 题

６３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２



Ｒ５（１９）有解：

　　Ａ ＝ ｛１２，２２，５２，８２，１２２，１６２｝，Ｂ ＝ ｛４２，６２，９２，

１９２｝，Ｃ＝｛３２，１４２，１７２｝，Ｄ＝｛７２，１１２，１８２｝，Ｅ＝｛１０２，

１３２，１５２｝．

　　 当ｎ＝２０时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝５７４，问 题

Ｒ５（２０）有解：

　　Ａ＝｛１２，４２，６２，１１２，２０２｝，Ｂ＝｛２２，５２，１６２，１７２｝，

Ｃ ＝ ｛３２，１２２，１４２，１５２｝，Ｄ ＝ ｛７２，８２，１０２，１９２｝，Ｅ ＝
｛９２，１３２，１８２｝．

　　 当ｎ＝２２时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝７５９，问 题

Ｒ５（２２）无解（证明略）．

　　 当ｎ＝２４时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝９８０，问 题

Ｒ５（２４）有解：

　　Ａ ＝ ｛１２，２２，４２，６２，７２，１０２，１１２，１３２，２２２｝，Ｂ ＝
｛３２，９２，１９２，２３２｝，Ｃ ＝ ｛５２，１５２，１７２，２１２｝，Ｄ ＝ ｛８２，

１２２，１４２，２４２｝，Ｅ＝｛１６２，１８２，２０２｝．

　　 当ｎ＝２５时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１１０５，问 题

Ｒ５（２５）有解：

　　Ａ ＝ ｛１２，３２，５２，６２，７２，９２，１０２，１１２，１３２，１５２，

１７２｝，Ｂ＝｛２２，１６２，１９２，２２２｝，Ｃ＝｛４２，８２，２０２，２５２｝，Ｄ
＝｛１２２，１４２，１８２，２１２｝，Ｅ＝｛２３２，２４２｝．

　　 当ｎ＝２７时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１３８６，问 题

Ｒ５（２７）有解：

　　Ａ ＝ ｛１２，２２，３３，４２，５２，６２，８２，１０２，１１２，１２２，１３２，

１６２，２１２｝，Ｂ＝｛７２，１８２，２２２，２３２｝，Ｃ＝｛１４２，１５２，１７２，

２６２｝，Ｄ＝｛９２，２４２，２７２｝，Ｅ＝｛１９２，２０２，２５２｝．

　　 当ｎ＝２９时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１７１１，问 题

Ｒ５（２９）有解：

　　Ａ＝｛１２，２２，３２，４２，６２，８２，１１２，１２２，１６２，２２２，

２４２｝，Ｂ＝｛５２，１０２，１９２，２１２，２８２｝，Ｃ＝｛１３２，１７２，１８２，

２０２，２３２｝，Ｄ＝｛７２，１４２，２５２，２９２｝，Ｅ＝｛９２，１５２，２６２，

２７２｝．

　　 当ｎ＝３０时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１８９１，问 题

Ｒ５（３０）有解：

　　Ａ＝｛１２，５２，６２，８２，１２２，１３２，１４２，１６２，１８２，２６２｝，Ｂ
＝｛４２，１０２，１１２，１５２，２３２，３０２｝，Ｃ＝｛１７２，１９２，２０２，

２９２｝，Ｄ＝｛３２，９２，２１２，２４２，２８２｝，Ｅ＝｛２２，７２，２２２，２５２，

２７２｝．

　　 当ｎ＝３２时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝２２８８，问 题

Ｒ５（３２）有解：

　　Ａ＝｛１２，５２，１９２，２１２，２６２，２８２｝，Ｂ＝｛２２，７２，１７２，

２３２，２４２，２９２｝，Ｃ ＝ ｛６２，１２２，１８２，２０２，２２２，３０２｝，Ｄ ＝
｛８２，９２，１０２，１３２，１５２，２５２，３２２｝，Ｅ＝｛３２，４２，１１２，１４２，

１６２，２７２，３１２｝．

　　 当ｎ＝３４时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝２７３７，问 题

Ｒ５（３４）有解：

　　Ａ＝｛１２，３２，１１２，１９２，３３２，３４２｝，Ｂ＝｛２２，１４２，２６２，

３０２，３１２｝，Ｃ＝｛４２，７２，９２，１５２，１８２，２４２，２５２，２９２｝，Ｄ＝
｛６２，８２，１０２，２７２，２８２，３２２｝，Ｅ＝｛５２，１２２，１３２，１６２，

１７２，２０２，２１２，２２２，２３２｝．

　　 当ｎ＝３５时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝２９８２，问 题

Ｒ５（３５）有解：

　　Ａ＝｛４２，２９２，３０２，３５２｝，Ｂ＝｛２２，３２，５２，９２，１０２，

１２２，１５２，２４２，２７２，３３２｝，Ｃ＝｛１２，１３２，１４２，２６２，２８２，

３４２｝，Ｄ ＝ ｛８２，１６２，２２２，２３２，２５２，３２２｝，Ｅ ＝ ｛６２，７２，

１１２，１７２，１８２，１９２，２０２，２１２，３１２｝．

　　 当ｎ＝３７时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝３５１５，问 题

Ｒ５（３７）有解：

　　Ａ ＝ ｛３２，２９２，３６２，３７２｝，Ｂ ＝ ｛１２，１０２，２６２，２７２，

２８２，３５２｝，Ｃ ＝ ｛８２，１３２，２１２，２２２，２４２，２５２，３４２｝，Ｄ ＝
｛２２，６２，１４２，１９２，２０２，２３２，３０２，３３２｝，Ｅ＝｛４２，５２，７２，

９２，１１２，１２２，１５２，１６２，１７２，１８２，３１２，３２２｝．

　　 当ｎ＝３９时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝４１０８，问 题

Ｒ５（３９）有解：

　　Ａ＝｛１１２，１９２，２０２，３５２，３９２｝，Ｂ＝｛１２，５２，７２，１６２，

２２２，３０２，３２２，３７２｝，Ｃ＝｛３２，１０２，１５２，１９２，３１２，３４２，

３６２｝，Ｄ＝｛６２，８２，９２，２１２，２３２，２７２，２８２，３８２｝，Ｅ＝｛２２，

４２，１２２，１３２，１４２，１７２，１８２，２４２，２５２，２６２，３３２｝．

　　 当ｎ＝４０时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝４４２８，问 题

Ｒ５（４０）有解：

　　Ａ ＝ ｛４０２，３５２，３２２，２３２，７２，１２｝，Ｂ ＝ ｛３９２，３４２，

３３２，２２２，１２２，５２，３２｝，Ｃ＝｛３８２，２９２，２８２，２７２，２１２，

１３２，４２，２２｝ ，Ｄ ＝ ｛３７２，３６２，２５２，２０２，１９２，１４２，１０２，

９２｝，Ｅ ＝ ｛３１２，３０２，２６２，２４２，１８２，１７２，１６２，１５２，１１２，

８２，６２｝．

　　 当ｎ＝４２时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝５１１７，问 题

Ｒ５（４２）有解：

　　Ａ＝｛４２２，３６２，３４２，３０２，１２｝，Ｂ＝｛４１２，３５２，３２２，

２９２，１５２，１１２｝，Ｃ＝｛４０２，３３２，２８２，２７２，２５２，１６２，５２，
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３２｝，Ｄ＝｛３９２，２６２，２４２，２１２，１９２，１８２，１７２，２０２，２３２｝，Ｅ
＝ ｛３８２，３７２，３１２，２２２，１４２，１３２，１２２，１０２，９２，８２，７２，６２，

４２，２２｝．

　　 当ｎ＝４４时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝５８７４，问 题

Ｒ５（４４）有解：

　　Ａ＝｛４４２，３９２，３７２，３０２，１２２，２２｝，Ｂ＝｛４３２，３８２，

３５２，３３２，１３２，９２，４２，１２｝，Ｃ＝｛４２２，３６２，３２２，３１２，２８２，

６２，３２｝，Ｄ＝｛４１２，４０２，２５２，２３２，２１２，２０２，１８２，１５２，

７２｝，Ｅ ＝ ｛３４２，２９２，２７２，２６２，２４２，２２２，１９２，１７２，１６２，

１４２，１１２，１０２，８２，５２｝．

　　 当ｎ＝４５时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝６２７９，问 题

Ｒ５（４５）有解：

　　Ａ＝｛４５２，４４２，４２２，２３２，５２｝，Ｂ＝｛４３２，４１２，４０２，

３２２，１１２，２２｝，Ｃ＝｛３９２，３８２，３７２，３６２，２４２，８２，３２｝，Ｄ＝
｛３５２，３４２，３３２，３１２，３０２，２７２，１３２，７２，１２｝，Ｅ ＝ ｛２９２，

２８２，２６２，２５２，２２２，２１２，２０２，１９２，１８２，１７２，１６２，１５２，

１４２，１２２，１０２，９２，６２，４２｝．

　　 当ｎ＝４７时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝７１４４，问 题

Ｒ５（４７）有解：

　　Ａ ＝ ｛４７２，４６２，４５２，２８２，３２，１２｝，Ｂ ＝ ｛４４２，４３２，

４２２，３９２，７２，５２｝，Ｃ＝｛４１２，３８２，３７２，３６２，３３２，１５２，６２，

２２｝，Ｄ ＝ ｛４０２，３５２，３４２，３２２，３１２，２９２，１６２，９２｝，Ｅ ＝
｛３０２，２７２，２６２，２５２，２４２，２３２，２２２，２１２，２０２，１９２，１８２，

１７２，１４２，１３２，１２２，１１２，１０２，８２，４２｝．

　　 当ｎ＝４９时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝８０８５，问 题

Ｒ５（４９）有解：

　　Ａ ＝ ｛４９２，４８２，４７２，３３２，９２，１２｝，Ｂ ＝ ｛４６２，４５２，

４４２，３８２，２０２，１０２，８２｝，Ｃ＝｛４２２，４１２，４０２，３９２，３７２，

１１２，５２，２２｝，Ｄ＝｛３６２，３５２，３４２，３２２，３１２，３０２，２９２，

２１２，１５２，４２｝，Ｅ＝｛４３２，２８２，２７２，２６２，２５２，２４２，２３２，

２２２，１９２，１８２，１７２，１６２，１４２，１３２，１２２，７２，６２，３２｝．

　　 当ｎ＝５２时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝９６４６，问 题

Ｒ５（５２）有解：

　　Ａ＝｛５２２，５０２，４８２，４４２，１１２，９２｝，Ｂ＝｛５１２，４７２，

４５２，４３２，３１２，１２｝，Ｃ＝｛４９２，４２２，３９２，３８２，３７２，３３２，

７２，３２｝，Ｄ＝｛４６２，４１２，４０２，３６２，３４２，３２２，２５２，１２２，

２２｝，Ｅ＝｛３５２，３０２，２９２，２８２，２７２，２６２，２４２，２３２，２２２，

２１２，２０２，１９２，１８２，１７２，１６２，１５２，１４２，１３２，１０２，８２，６２，

５２，４２｝．

　　 当ｎ＝５４时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１０７９１，问 题

Ｒ５（５４）有解：

　　Ａ＝｛５４２，５０２，４８２，４５２，３０２，９２，８２，１２｝，Ｂ＝｛５３２，

５１２，４６２，４２２，３４２，１６２，７２，６２，２２｝，Ｃ＝｛５２２，４９２，４７２，

３３２，３２２，３１２，１５２，１２２，５２，３２｝，Ｄ＝｛４４２，４３２，４０２，

３８２，３７２，３５２，２８２，２２２，１０２｝，Ｅ＝｛４１２，３９２，３６２，２９２，

２７２，２６２，２５２，２４２，２３２，２１２，２０２，１９２，１８２，１７２，１４２，

１３２，１１２，４２｝．

　　 当ｎ＝５５时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１１３９６，问 题

Ｒ５（５５）有解：

　　Ａ＝｛５５２，５０２，４８２，４５２，３８２，９２，４２，１２｝，Ｂ＝｛５４２，

４９２，４６２，４４２，３９２，１９２，１０２，６２，３２｝，Ｃ＝｛５３２，５１２，

４７２，４１２，３５２，２３２，１７２，７２，２２｝，Ｄ＝｛５２２，４２２，３６２，

３３２，３１２，３０２，２８２，２５２，２４２，２１２，１６２｝，Ｅ＝｛４３２，４０２，

３７２，３４２，３２２，２９２，２７２，２６２，２２２，２０２，１８２，１５２，１４２，

１３２，１２２，１１２，５２，８２｝．

　　 当ｎ＝５７时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１２６７３，问 题

Ｒ５（５７）有解：

　　Ａ＝｛５２，１５２，３７２，５０２，５１２，５２２，５７２｝，Ｂ＝｛１２，３２，

１２２，３４２，４１２，４４２，４７２，４９２，５６２｝，Ｃ＝｛２２，９２，２１２，

３３２，４２２，４３２，４６２，４８２，５５２｝，Ｄ＝｛４２，６２，１４２，１７２，

２３２，３２２，３５２，３６２，３９２，４０２，４５２，５４２｝，Ｅ＝｛７２，８２，

１０２，１１２，１３２，１６２，１８２，１９２，２０２，２２２，２４２，２５２，２６２，

２７２，２８２，２９２，３０２，３１２，３８２，５３２｝．

　　 当ｎ＝５９时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１４０４２，问 题

Ｒ５（５９）有解：

　　Ａ＝｛５２，１６２，１９２，５０２，５２２，５３２，５４２，５９２｝，Ｂ＝
｛２２，６２，１２２，１４２，２８２，４７２，４８２，４９２，５１２，５８２｝，Ｃ＝
｛３２，１３２，２４２，３２２，３３２，４３２，４４２，４５２，４６２，５７２｝，Ｄ＝
｛１２，８２，１１２，２１２，３０２，３７２，３８２，３９２，４０２，４１２，４２２，

５６２｝，Ｅ＝｛４２，７２，９２，１０２，１５２，１７２，１８２，２０２，２２２，２３２，

２５２，２６２，２７２，２９２，３１２，３４２，３５２，３６２，５５２｝．

　　 当ｎ＝６０时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１４７６２，问 题

Ｒ５（６０）有解：

　　Ａ＝｛１０２，１３２，４６２，５３２，５４２，５５２，６０２｝，Ｂ＝｛２２，

９２，１５２，３９２，４４２，４７２，５１２，５２２，５９２｝，Ｃ ＝ ｛１２，５２，６２，

２６２，２９２，４１２，４２２，４３２，４５２，５０２，５８２｝，Ｄ＝｛７２，１１２，

２０２，２３２，３６２，３７２，３８２，４０２，４８２，４９２，５７２｝，Ｅ＝｛３２，

４２，８２，１２２，１４２，１６２，１７２，１８２，１９２，２１２，２２２，２４２，２５２，

２７２，２８２，３０２，３１２，３２２，３３２，３４２，３５２，５６２｝．

　　 当ｎ＝６２时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１６２７５，问 题

Ｒ５（６２）有解：
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　　Ａ＝｛２２，６２，１４２，２０２，５１２，５３２，５６２，５７２，６２２｝，Ｂ＝
｛４２，８２，１２２，２５２，２８２，４５２，４６２，４８２，５１２，６１２｝，Ｃ＝
｛１８２，２２２，２９２，３０２，３２２，４３２，４４２，４９２，５４２，６０２｝，Ｄ＝
｛３２，１６２，２３２，３９２，４２２，４７２，４０２，４１２，５５２，５９２｝，Ｅ＝
｛１２，５２，７２，９２，１０２，１１２，１３２，１５２，１７２，１９２，２１２，２４２，

２５２，２６２，３１２，３３２，３４２，３５２，３６２，３７２，３８２，５２２，５８２｝．

　　 当ｎ＝６４时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１７８８８，问 题

Ｒ５（６４）有解：

　　Ａ＝｛６４２，５９２，５６２，５２２，４９２，４５２，６２，３２｝，Ｂ＝
｛６３２，５８２，５４２，５１２，４７２，４４２，２８２，８２，５２，４２，２２｝，Ｃ＝
｛６２２，５５２，５０２，４６２，４２２，３９２，３７２，３２２，２６２，７２｝，Ｄ＝
｛６１２，５３２，４３２，３８２，３６２，３４２，３１２，２９２，３５２，２５２，２３２，

２１２，１９２，１８２，１５２，９２｝，Ｅ＝｛６０２，５７２，４８２，４１２，４０２，

３５２，３３２，３０２，２７２，２４２，２２２，２０２，１７２，１６２，１４２，１３２，

１２２，１１２，１２｝．

　　 当ｎ＝６５时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝１８７３３，问 题

Ｒ５（６５）有解：

　　Ａ ＝ ｛６５２，５７２，５５２，５１２，４７２，３５２，３３２，３０２，１３２，

５２，４２｝，Ｂ＝｛６４２，５８２，５４２，４６２，４５２，３６２，３４２，３２２，

２４２，１０２，８２｝，Ｃ＝｛６３２，５９２，５６２，４８２，４３２，４２２，４２２，

３９２，２３２，１２２，６２｝，Ｄ＝｛６２２，６０２，５３２，５０２，４９２，４４２，

３７２，１５２，７２｝，Ｅ＝｛６１２，５２２，４１２，４０２，３８２，３１２，２９２，

２８２，２７２，２６２，２５２，２２２，２１２，２０２，１９２，１８２，１７２，１６２，

１４２，１１２，９２，３２，２２，１２｝．

　　 当ｎ＝６７时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝２０５０２，问 题

Ｒ５（６７）有解：

　　Ａ＝｛６７２，６２２，５９２，５６２，５４２，５１２，５２，３２，１２｝，Ｂ＝
｛６６２，６１２，５８２，５７２，５２２，４８２，２８２，４２，２２｝，Ｃ＝｛６５２，

６０２，５５２，４７２，４４２，４１２，３７２，３６２，３１２，１０２，８２，６２｝，Ｄ＝
｛６４２，５３２，５０２，４５２，４２２，４０２，３５２，３３２，３２２，３０２，２６２，

２４２，１３２，７２｝，Ｅ ＝ ｛６３２，４９２，４６２，４３２，３９２，３８２，３４２，

２９２，２７２，２５２，２３２，２２２，２１２，２０２，１９２，１８２，１７２，１６２，

１５２，１４２，１２２，１１２，９２｝．

　　 当ｎ＝６９时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝２２３７９，则由引

理４Ｒ５（６９）有解：

　　Ａ ＝ ｛１２，２２，５２，８２，１２２，１６２，２０２，２９２，３２２，３７２，

４４２，４５２，５１２，５８２，６３２，６６２｝，Ｂ＝｛４２，６２，９２，１９２，２１２，

２８２，３３２，３６２，４２２，４７２，５４２，５５２，６０２，６９２｝，Ｃ＝｛３２，

１４２，１７２，２２２，２７２，３１２，３８２，４３２，４６２，５０２，５９２，６４２，

６５２｝，Ｄ＝｛７２，１１２，１８２，２４２，２５２，３０２，３９２，４１２，４８２，

５１２，５６２，６２２，６７２｝，Ｅ ＝ ｛１０２，１３２，１５２，２３２，２６２，３４２，

３５２，４０２，４９２，５２２，５７２，６１２，６８２｝．

　　 当ｎ＝７２时，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
３０ ＝２５４０４，问 题

Ｒ５（７２）有解：

　　Ａ ＝ ｛７２２，７０２，６２２，５９２，４３２，４２２，３２２，２２２，１３２，

１２｝，Ｂ ＝ ｛７１２，６８２，６６２，５６２，４８２，４６２，４５２，４０２，１２２，

７２，３２｝，Ｃ＝｛６９２，６５２，６０２，５４２，５３２，３９２，３７２，３６２，

２８２，２６２，２５２，２３２，１７２，２２｝，Ｄ＝｛６７２，６３２，５８２，５７２，

５５２，４７２，４４２，３８２，３０２，２４２，１１２，９２，５２，４２｝，Ｅ＝｛６４２，

６１２，５１２，５０２，４９２，４１２，３５２，３４２，３３２，３１２，２９２，２７２，

２１２，２０２，１９２，１８２，１６２，１５２，１４２，１０２，８２，６２｝．
　　逐次利用定理３及数学归纳法［４］知，问题Ｒ５（ｎ）
有解的必要条件是ｎ≡０，２，４（ｍｏｄ　５）且ｎ≠２，４，５，

７，９，１０，１２，１４，１５，１７，２２；［Ａ］＝［Ｂ］＝［Ｃ］＝［Ｄ］＝

［Ｅ］＝ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

３０ ．

　　 再结合引理４可得到ｎ满足问题Ｒ５（ｎ）的充要

条件的所有解．
　　 充分性．若ｎ满足条件ｎ≡０，２，４（ｍｏｄ　５）且ｎ≠
２，４，５，７，９，１０，１２，１４，１５，１７，２２；

　　［Ａ］ ＝ ［Ｂ］ ＝ ［Ｃ］ ＝ ［Ｄ］ ＝ ［Ｅ］ ＝
ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

３０ ．

则ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）≡０（ｍｏｄ５），且ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

≡０（ｍｏｄ６），故ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

３０ ＝整数．由引理４知

道，能将集合Ｍ＝｛１２，２２，…，ｎ２｝分拆成５个子集Ａ，

Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ满足：

　　（１）Ｍ＝Ａ∪Ｂ∪Ｃ∪Ｄ∪Ｅ．Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ两两

互不相交；

　　（２）Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ 的 各 自 元 素 之 和 相 等［Ａ］＝
［Ｂ］＝［Ｃ］＝［Ｄ］＝［Ｅ］．
故问题Ｒ５（ｎ）有解．
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