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摘要：由ｍ个四回路恰有一个公共点构成的图记为Ｄｍ，４。研究图Ｄｍ，４ 的点着色、边着色和全着色，给出图Ｄｍ，４
在参数ｒ，ｓ，ｔ满足一定条件时的［ｒ，ｓ，ｔ］－色数。
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ｔｈｉｓ　ｇｒａｐｈ　ａｓ　Ｄｍ，４．Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｓｔｕｄｙ　ｔｈｅ　ｖｅｒｔｅｘ　ｃｏｌｏｒｉｎｇ，ｅｄｇｅ　ｃｏｌｏｒｉｎｇ　ａｎｄ　ｔｏｔａｌ　ｃｏｌｏｒｉｎｇ　ｏｆ　Ｇｒａｐｈ
Ｄｍ，４，ａｎｄ　ｇｉｖｅ　ｔｈｅ［ｒ，ｓ，ｔ］－ｃｈｒｏｍａｔｉｃ　ｎｕｍｂｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｇｒａｐｈ　Ｄｍ，４ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｒ，ｓ，ａｎｄ
ｔ　ｍｅｅｔ　ｃｅｒｔａｉｎ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｇｒａｐｈ，ｇｒａｐｈ　Ｄｍ，４，［ｒ，ｓ，ｔ］－ｃｏｌｏｕｒｉｎｇ，［ｒ，ｓ，ｔ］－ｃｈｒｏｍａｔｉｃ　ｎｕｍｂｅｒ

　　Ａ．Ｋｅｍｎｉｔｚ和 Ｍ．Ｍａｒａｎｇｉｏ［１］首次提出图的 ［ｒ，

ｓ，ｔ］?着色和［ｒ，ｓ，ｔ］?色数的概念，它是对经典的点

着色、边着色和全着色［２］的推广。文献［１］给出图的

［ｒ，ｓ，ｔ］?色数一般的界和性质，讨论当参数ｒ，ｓ，ｔ分

别取特定值（如０，１）时的具体的［ｒ，ｓ，ｔ］?色数及完全

图的［ｒ，ｓ，ｔ］?色数 问 题。文 献［３］从 遗 传 性 对 图 的

［ｒ，ｓ，ｔ］?色数进行讨论。还有文献对一些特殊图，如
二部图［４］、星［４，５］、树［５］、含 点 不 交 圈 图［６］ 等 进 行 了

［ｒ，ｓ，ｔ］?着色的研究。本文研究图Ｄｍ，４ 的点着色、边
着色和全着色，给出图Ｄｍ，４ 在参数ｒ，ｓ，ｔ满足一定条

件时的［ｒ，ｓ，ｔ］?色数。

１　 相关定义和引理

　　 本文中的图均指简单有限图，未定 义 的 术 语 和

记号参见文献［７］。

　　 图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）表示顶点集为Ｖ＝Ｖ（Ｇ），边集为Ｅ
＝Ｅ（Ｇ）的图。Δ＝Δ（Ｇ）为图Ｇ的最大度，χ（Ｇ）为图

Ｇ的点色数，χ
′（Ｇ）为图Ｇ的边色数，χＴ（Ｇ）为图Ｇ的

全色数。

　　 定义１［８］　 由ｍ个四回路恰有一个公共点构成

的图记为Ｄｍ，４。记图Ｄｍ，４ 的公共顶点为ｖ０，其余顶

点依 次 记 为ｖ１，ｕ１，ｗ１，ｖ２，ｕ２，ｗ２，…，ｖｍ，ｕｍ，ｗｍ，其

中ｖ０ｖｉｕｉｗｉｖ０（ｉ＝１，２，…，ｍ）是一个Ｃ４ 回路。

　　 为方便 陈 述，下 文 讨 论 的 图Ｄｍ，４ 均 如 图１所

标记。

图１　图Ｄｍ，４
Ｆｉｇ．１　Ｇｒａｐｈ　Ｄｍ，４

　　定义２［１］　设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为顶点集为Ｖ，边集为

Ｅ的图，给定非负整数ｒ，ｓ和ｔ，若图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）有一

个Ｖ ∪Ｅ到色集 ０，１，２，…，ｋ－｛ ｝１ 的映射ｃ，满足：

　　（１）对 Ｖ 中 相 邻 的 任 意 两 点 ｖｉ，ｖｊ， 有

ｃ（ｖｉ）－ｃ（ｖｊ）≥ｒ（我们称此条件为ｒ条件），
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　　（２）对Ｅ中 相 邻 的 任 意 两 边ｅｉ，ｅｊ，有｜ｃ（ｅｉ）－
ｃ（ｅｊ）｜≥ｓ（我们称此条件为ｓ条件），

　　（３）对Ｖ ∪Ｅ中相关联的任意点ｖｉ 和边ｅｊ，有

ｃ（ｖｉ）－ｃ（ｅｊ）≥ｔ，（我们称此条件为ｔ条件），
则称ｃ为Ｇ的一个正常［ｒ，ｓ，ｔ］?着色，使图Ｇ存在正

常［ｒ，ｓ，ｔ］?着色的最小的整数ｋ，称为图Ｇ的［ｒ，ｓ，ｔ］

?色数，记作χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）。

　　 引理１［１］　 若Ｈ Ｇ，则

　　χｒ，ｓ，ｔ（Ｈ）≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）；

　　 若ｒ′ ≤ｒ，ｓ′ ≤ｓ，ｔ′ ≤ｔ，则

　　χｒ′，ｓ′，ｔ′（Ｇ）≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）。

　　 引理２［１］　 对图Ｇ，满足

　　ｍａｘ｛ｒ（χ（Ｇ）－１）＋１，ｓ（χ
′（Ｇ）－１）＋１，ｔ＋１｝≤

χｒ，ｓ，ｔ（Ｇ）≤ｒ（χ（Ｇ）－１）＋ｓ（χ
′（Ｇ）－１）＋ｔ＋１。

　　 引理３［１］　 设Ｇ是Δ（Ｇ）≥２的 第 一 类 图（即

χ
′（Ｇ）＝Δ），则有

　　χ０，ｓ，ｔ（Ｇ）＝
ｓ（Δ（Ｇ）－１）＋１，ｓ≥２ｔ，

ｓ（Δ（Ｇ）－１）＋２ｔ－ｓ＋１，ｔ≤ｓ＜２ｔ，

ｓ（Δ（Ｇ）－１）＋ｔ＋１，ｓ＜ｔ
烅
烄

烆 。

２　 主要结论及其证明

　　 定理１　 对于图Ｄｍ，４，有

　　（１）χ（Ｄｍ，４）＝２，

　　（２）χ
′（Ｄｍ，４）＝Δ＝２ｍ ，

　　（３）χＴ（Ｄｍ，４）＝
４，ｍ＝１，

２ｍ＋１，ｍ＞１｛ 。

　　 证明 　（１）因为Ｃ４ Ｄｍ，４，所以２＝χ（Ｃ４）≤

χ（Ｄｍ，４）。又可用２种 颜 色 对 顶 点 进 行 正 常 的 点 着

色，如图Ｄｍ，４ 公共点ｖ０ 着１色；顶点ｖｉ，ｗｉ（ｉ＝１，２，
…，ｍ）着２色；顶点ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）着１色，即为一

个正常的点着色，故有χ（Ｄｍ，４）≤２，于是得

　　χ（Ｄｍ，４）＝２。

　　（２）因为Δ（Ｄｍ，４）＝２ｍ，这时可以用１，２，３，…，

２ｍ 这２ｍ 种 颜 色 对 边 进 行 着 色，具 体 为：ｆ（ｖ０ｖｉ）＝
ｆ（ｕｉｗｉ）＝２ｉ－１；ｆ（ｖ０ｗｉ）＝ｆ（ｖｉｕｉ）＝２ｉ，ｉ＝１，２，…，

ｍ，则ｆ 是 图Ｄｍ，４ 的 一 个 正 常 的 边 着 色，于 是 有

χ
′（Ｄｍ，４）≤Δ＝２ｍ。另一方面，由Ｖｉｚｉｎｇ定理，即对

任一 简 单 图 Ｇ，均 有 Δ ≤χ
′（Ｇ）≤ Δ＋１，可 得

χ
′（Ｄｍ，４）≥Δ＝２ｍ。所以最后可得

　　χ
′（Ｄｍ，４）＝Δ＝２ｍ。

　　（３）当ｍ＝１时，Ｄｍ，４＝Ｃ４，显然χＴ（Ｃ４）＝４；当ｍ
＞１时，设ｆ是一个用２ｍ＋１种颜色１，２，３，…，２ｍ，

２ｍ＋１的着色，具体为：

　　ｆ（ｖ０ｖｉ）＝ｆ（ｕｉｗｉ）＝２ｉ－１，其中ｉ＝１，２，…，ｍ；

　　ｆ（ｖ０ｗｉ）＝ｆ（ｖｉｕｉ）＝２ｉ，其中ｉ＝１，２，…，ｍ；

　　ｆ（ｖ０）＝ｆ（ｕｉ）＝２ｍ＋１，其中ｉ＝１，２，…，ｍ；

　　ｆ（ｖｉ）＝２ｉ＋１，ｆ（ｗｉ）＝２ｉ＋２，其中ｉ＝１，２，…，

ｍ－１；

　　ｆ（ｖｍ）＝１，ｆ（ｗｍ）＝２，
则ｆ是图Ｄｍ，４ 的一个正常的全着色，所以χＴ（Ｄｍ，４）

≤Δ＋１＝２ｍ＋１。 根 据 全 着 色 的 定 义，显 然 有

χＴ（Ｄｍ，４）≥Δ＋１＝２ｍ＋１，因而有χＴ（Ｄｍ，４）＝Δ＋
１＝２ｍ＋１。综上所述，结论（２）成立。

　　 推论１　 对于图Ｄｍ，４，有

　　ｍａｘ｛ｒ＋１，ｓ（２ｍ－１）＋１，ｔ＋１｝≤

χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ｒ＋ｓ（２ｍ－１）＋ｔ＋１。

　　 证明 　 由引理２及定理１可以证得推论１。

　　 定理２　对图Ｄｍ，４，如果ｒ≥（２ｍ－１）ｓ＋２ｔ，则
有χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）＝ｒ＋１。

　　 证明 　 由推论１有χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≥ｒ＋１，接下来

证明χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ｒ＋１：

　　 设ｃ是Ｄｍ，４ 的一个用色为０，１，２，…，ｒ的着色，
首先对顶点用色０，ｒ进行着色，具体如下：

　　ｃ（ｖ０）＝ｃ（ｕｉ）＝０；

　　ｃ（ｖｉ）＝ｃ（ｗｉ）＝ｒ（ｉ＝１，２，…，ｍ），
显然顶点着色满足ｒ条件。然后用ｔ，ｔ＋ｓ，ｔ＋２ｓ，…，

ｔ＋（２ｍ－１）ｓ这２ｍ 种颜色对边进行着色。由定理

１（２）知，χ
′（Ｄｍ，４）＝Δ＝２ｍ，所以用这２ｍ种颜色能对

Ｄｍ，４ 进行正常的边着色。又因为

　　ｒ≥ （２ｍ－１）ｓ＋２ｔ，可得ｒ－（ｔ＋（２ｍ－
１）ｓ）≥ｔ，
所以ｃ满足ｔ条件，这样得到一个Ｄｍ，４ 的正常的用色

为ｒ＋１的［ｒ，ｓ，ｔ］－着色，故χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ｒ＋１，从
而结论得证。

　　 定理３　 对图Ｄｍ，４（ｍ≥２），满足以下任一条件

均有χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）＝（２ｍ－１）ｓ＋１。

　　（１）ｓ≥２ｔ，且ｒ≤ｋｓ，ｋ＝０，１，２，…，ｍ－２；

　　（２）ｓ≥２ｔ，且ｋｓ＜ｒ≤（ｋ＋１）ｓ－２ｔ，ｋ＝０，１，２，
…，ｍ－２。

　　 证明 　 首先由推论１，有χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≥ （２ｍ－
１）ｓ＋１，再对两种条件证明χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ （２ｍ－
１）ｓ＋１。设ｃ是图Ｄｍ，４ 的一个用色为０，１，２，…，（２ｍ
－１）ｓ的着色，先用０，ｓ，２ｓ，…，（２ｍ－１）ｓ这２ｍ种颜

色对边进行着色，具体为：

　　ｃ（ｖ０ｖｉ）＝ｃ（ｕｉｗｉ）＝（２ｉ－２）ｓ；

　　ｃ（ｖ０ｗｉ）＝ｃ（ｖｉｕｉ）＝（２ｉ－１）ｓ，其中ｉ＝１，２，
…，ｍ。
显然ｃ是正常的边着色，且满足ｓ条件。再对顶点进

行着色：

２３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２



　　（１）当ｓ≥２ｔ，且ｒ≤ｋｓ（ｋ＝０，１，２，…，ｍ－２）时，
用ｔ，ｋｓ＋ｔ对图Ｄｍ，４ 顶点进行着色，具体为：

　　ｃ（ｖ０）＝ｃ（ｕｉ）＝ｔ，ｃ（ｖｉ）＝ｃ（ｗｉ）＝ｋｓ＋ｔ，
这里ｉ＝１，２，…，ｍ；

　　（２）当ｓ≥２ｔ，且ｋｓ＜ｒ≤ （ｋ＋１）ｓ－２ｔ（ｋ＝０，

１，２，…，ｍ－２）时，用ｔ，ｒ＋ｔ对图Ｄｍ，４顶点进行着色，
具体为 ：

　　ｃ（ｖ０）＝ｃ（ｕｉ）＝ｔ，ｃ（ｖｉ）＝ｃ（ｗｉ）＝ｒ＋ｔ，这里ｉ＝
１，２，…，ｍ，易知ｃ是Ｄｍ，４ 的一个正常的［ｒ，ｓ，ｔ］?着

色，故χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ （２ｍ－１）ｓ＋１，从而有

　　χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）＝（２ｍ－１）ｓ＋１。

　　 定理４　 对图Ｄｍ，４（ｍ≥２），有

　　（１）若ｔ≤ｓ＜２ｔ，且ｒ≤ （２ｍ－４）ｓ＋ｔ，则

χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）＝（２ｍ－２）ｓ＋２ｔ＋１。

　　（２）若ｔ≤ｓ＜２ｔ，且

　　（２ｍ－４）ｓ＋ｔ＜ｒ≤ （２ｍ－２）ｓ，则

　　χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ （２ｍ－１）ｓ＋ｔ＋１。

　　（３）若ｓ＜ｔ，且ｒ≤ （２ｍ－１）ｓ＋２ｔ，则

　　（２ｍ－１）ｓ＋ｔ＋１≤χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ （２ｍ－１）ｓ＋
２ｔ＋１。

　　 证明 　（１）首先，由定理１得知Ｄｍ，４ 是第一类

图，且当ｍ≥２时，Δ＝２ｍ≥４。由引理１和引理３得

　　χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≥χ０，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）＝（Δ－２）ｓ＋２ｔ＋１＝
（２ｍ－２）ｓ＋２ｔ＋１。
其次，设ｃ是图Ｄｍ，４ 的一个用色为０，１，２，…，（２ｍ－
２）ｓ＋２ｔ的着色，先用０，２ｔ，２ｔ＋ｓ，２ｔ＋２ｓ，…，２ｔ＋（２ｍ
－２）ｓ这２ｍ种颜色对边进行着色，具体为：

　　ｃ（ｖ０ｖ１）＝ｃ（ｕ１ｗ１）＝０，

　　ｃ（ｖ０ｗ１）＝ｃ（ｖ１ｕ１）＝２ｔ，

　　ｃ（ｖ０ｖｉ）＝ｃ（ｕｉｗｉ）＝２ｔ＋（２ｉ－３）ｓ，

　　ｃ（ｖ０ｗｉ）＝ｃ（ｖｉｕｉ）＝２ｔ＋（２ｉ－２）ｓ，
其中ｉ＝２，３，…，ｍ，显然ｃ是正常的边着色。
然后对Ｄｍ，４ 顶点着色，具体为：

　　ｃ（ｖ０）＝ｃ（ｕｉ）＝ｔ，这里ｉ＝１，２，…，ｍ；

　　ｃ（ｖｉ）＝ｃ（ｗｉ）＝（２ｍ－３）ｓ＋２ｔ，这里ｉ＝１，２，…，

ｍ－１；

　　ｃ（ｖｍ）＝ｃ（ｗｍ）＝（２ｍ－４）ｓ＋２ｔ，

　　 因为

　　 （２ｍ－３）ｓ＋２ｔ－ｔ ≥ （２ｍ－４）ｓ＋２ｔ－ｔ ＝
（２ｍ－４）ｓ＋ｔ≥ｒ，
所以ｃ满足ｒ条件。又当ｉ≤ｍ－１时，

　　（２ｍ－３）ｓ＋２ｔ－（２ｔ＋（２ｉ－３）ｓ）＝２（ｍ－ｉ）ｓ≥
２ｓ≥ｔ，

　　（２ｍ－３）ｓ＋２ｔ－（２ｔ＋（２ｉ－２）ｓ）＝２（ｍ－ｉ）ｓ－
ｓ≥ｓ≥ｔ；

当ｉ＝ｍ时，

　　ｃ（ｖｍｕｍ）－ｃ（ｖｍ）≥ｃ（ｖ０ｖｍ）－ｃ（ｖｍ）＝（２ｍ－
３）ｓ＋２ｔ－（（２ｍ－４）ｓ＋２ｔ）＝ｓ≥ｔ，

　　ｃ（ｖ０ｗｍ）－ｃ（ｗｍ）≥ｃ（ｕｍｗｍ）－ｃ（ｗｍ）＝（２ｍ－
３）ｓ＋２ｔ－（（２ｍ－４）ｓ＋２ｔ）＝ｓ≥ｔ，所以ｃ满足ｔ条

件，故ｃ是Ｄｍ，４ 的一个正常的［ｒ，ｓ，ｔ］?着色，即有

　　χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ （２ｍ－２）ｓ＋２ｔ＋１。
综上所述，有χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）＝（２ｍ－２）ｓ＋２ｔ＋１。

　　（２）设ｃ是图Ｄｍ，４ 的一个用色为０，１，２，…，
（２ｍ－１）ｓ＋ｔ的着色，先用ｔ，ｔ＋ｓ，ｔ＋２ｓ，…，ｔ＋（２ｍ
－１）ｓ这２ｍ种颜色对边进行着色，具体为：

　　ｃ（ｖ０ｖｉ）＝ｃ（ｕｉｗｉ）＝ｔ＋（２ｉ－２）ｓ，

　　ｃ（ｖ０ｗｉ）＝ｃ（ｖｉｕｉ）＝ｔ＋（２ｉ－１）ｓ，其中ｉ＝１，２，
…，ｍ。
显然ｃ是正常的边着色，且满足ｓ条件，再对顶点进行

着色：

　　ｃ（ｖ０）＝ｃ（ｕｉ）＝０，这里ｉ＝１，２，…，ｍ；

　　ｃ（ｖｉ）＝ｃ（ｗｉ）＝（２ｍ－１）ｓ＋ｔ，这里ｉ＝１，２，…，

ｍ－１；

　　ｃ（ｖｍ）＝ｃ（ｗｍ）＝（２ｍ－２）ｓ，
可知ｃ是Ｄｍ，４ 的 一 个 正 常 的［ｒ，ｓ，ｔ］?着 色，即 有

χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ （２ｍ－１）ｓ＋ｔ＋１。

　　（３）当ｓ＜ｔ时，首先，由定理１得知Ｄｍ，４ 是第一

类图，且当ｍ≥２时，Δ＝２ｍ≥４。由引理１和引理

３得

　　χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≥χ０，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）＝（Δ－１）ｓ＋ｔ＋１＝
（２ｍ－１）ｓ＋ｔ＋１。其次设ｃ是图Ｄｍ，４ 的一个用色为

０，１，２，…，（２ｍ－１）ｓ＋２ｔ的着色，先用ｔ，ｔ＋ｓ，ｔ＋２ｓ，
…，ｔ＋（２ｍ－１）ｓ这２ｍ 种 颜 色 对 边 进 行 着 色，具

体为：

　　ｃ（ｖ０ｖｉ）＝ｃ（ｕｉｗｉ）＝ｔ＋（２ｉ－２）ｓ，

　　ｃ（ｖ０ｗｉ）＝ｃ（ｖｉｕｉ）＝ｔ＋（２ｉ－１）ｓ，
其中ｉ＝１，２，３，…，ｍ，显然ｃ是正常的边着色。然后

对Ｄｍ，４ 顶点着色，具体为：

　　ｃ（ｖ０）＝ｃ（ｕｉ）＝０，这里ｉ＝１，２，…，ｍ；

　　ｃ（ｖｉ）＝ｃ（ｗｉ）＝（２ｍ－１）ｓ＋２ｔ，这里ｉ＝１，２，
…，ｍ。

　　可知ｃ是Ｄｍ，４ 的一个正常的［ｒ，ｓ，ｔ］?着色，即有

χｒ，ｓ，ｔ（Ｄｍ，４）≤ （２ｍ－１）ｓ＋２ｔ＋１，从而结论成立。
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（上接第３０页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｆｒｏｍ　ｐａｇｅ　３０）

　　Ｐ（｜ｆ^ＦＰ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜≥ε）≤Ｐ（｜ｆ^ＦＰ（ｘ）－

Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］｜≥ε／２）≤ ４ε２
Ｖａｒ（^ｆＦＰ（ｘ））．

由引理３可知，当ｎ→＋"，Ｖａｒ（^ｆＦＰ（ｘ））→０．定理２
证明完毕．
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