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摘要：从频率插值的定义出发，证明单变量频率插值函数是总体分布密度的一个相合估计且渐近无偏．
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　　在非参数统计领域研究样本对应总体的分布时，
直方图技术一直处于非常重要的地位，扮演着经典角
色．该技术以简单、直观、易懂等优点在密度估计、数
据分析等领域中为大众所接受，而且随着样本量的增
加，直方图同样也能很好地估计出总体分布特征．
Ｃｈｅｎ等［１］和Ｚｈａｏ等［２］从理论上证明了直方图估计
密度函数的几乎处处收敛性．然而，直方图估计ｆ^（ｘ）
有两个明显的缺点：其一，^ｆ（ｘ）在区间段内为一个
常数，是不连续函数，这与实际的密度函数ｆ（ｘ）不
相符；其二，^ｆ（ｘ）的收敛速度太慢，在相同的积分均
方误差（ＭＩＳＥ）下，直方图估计ｆ^（ｘ）所需的样本很
大［３］．鉴于直方图估计的上述缺点，Ｓｃｏｔｔ，Ｄ．Ｗ［４］在

直方图技术的基础上，提出了频率插值密度估计，其
构造如下：

　　给定一组样本观测值ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ，对此进行排
序，并设ｘ（１）和ｘ（ｎ）为最小和最大样本观测值，确定
最小下界ｔ０ ≤ｘ（１）；

　　估计组距ｈ，可得每组分界点ｔ０，ｔ１，ｔ２，…，ｔｋ ，其

中，ｔｉ＋１－ｔｉ＝ｈ，ｉ＝０，１，…，ｋ－１，ｘ（ｎ）≤ｔｋ＜ｘ（ｎ）＋
ｈ；利用直方图制作技术，构建样本的直方图，得

　　ｆ^ｉ＝ｖｉｎｈ
，ｘ∈ （ｔｉ－１，ｔｉ］，ｉ＝０，１，…，ｋ－１，

（０．１）

其中ｖｉ表示样本落在区间 （ｔｉ－１，ｔｉ］的频数；

　　记 （ｔｉ－１，ｔｉ］的中点为ａｉ，以点 （ｔ０，^ｆ１），（ａ１，

ｆ^１），（ａ２，^ｆ２），…，（ａｋ，^ｆｋ），（ｔｋ，^ｆｋ）作为插值节点，作
分段线性插值函数；

　　由样本构建的上述插值函数ｆ^ＦＰ（ｘ）作为总体分
布的密度估计，其形式为

　　ｆ^ＦＰ（ｘ）＝

ｖ１
ｎｈ
，ｘ∈ ［ｔ０，ａ１］，

ｘ－ａｉ＋１
ａｉ－ａｉ＋１ｆ^ｉ

＋ ｘ－ａｉａｉ＋１－ａｉｆ^ｉ＋１
，

　　ｘ∈ （ａｉ，ａｉ＋１］，ｉ＝１，…，ｋ－１，

ｖｋ
ｎｈ
，ｘ∈ （ａｋ，ｔｋ］

烅

烄

烆
．

（０．２）

　　显然，（０．２）式所表示的频率插值函数ｆ^ＦＰ（ｘ）是
区间［ｔ０，ｔｋ］连续函数，且易证

　　∫
ｔｋ

ｔ０
ｆ^ＦＰ（ｘ）ｄｘ＝１．

　　与制作直方图一样，构建频率插值的关键是确定
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组距ｈ，组距ｈ的选择在很大程度上影响频率插值的
收敛效果和收敛速度．Ｓｃｏｔｔ，Ｄ．Ｗ［４］利用积分均方误

差 （ＭＩＳＥ）准 则，在 假 定 ｆ″（ｘ）绝 对 连 续 及

∫
＋"

－"
ｆ（ｘ）ｄｘ ＜ "的情况下，得出最优组距ｈ＊ ＝

Ｏ（ｎ－
１
５），渐近积分均方误差（ＡＭＩＳＥ）的收敛速度为

Ｏ（ｎ－
４
５）．之后，文献［５，６］又从文献［４］构建最优组距

的公式出发，讨论了频率插值最优组距的上界问题．
易见，频率插值函数是分段一次线性函数，具有一致
收敛性，但光滑性较差，而大多数连续型随机变量的
分布密度函数（如正态、指数、对数正态分布等）都具
有较高的光滑度，显然这与实际情形不相符．为此，文
献［７］提出用频率直方图的中点作为插值节点，通过
这些节点构建一个三次自然样条函数，作为总体分布
密度的估计———频率样条插值密度估计。该估计具
有二阶光滑度，弥补了频率多边形函数光滑性较差的

缺点，且收敛速度与频率多边形一样，也是Ｏ（ｎ－
４
５）．

　　然而，频率插值ｆ^ＦＰ（ｘ）作为总体分布密度ｆ（ｘ）
的一个估计，相合性是一个最基本的要求，即对于任
意一个ε＞０及给定点ｘ，需满足

　　ｌｉｍ
ｎ→"
Ｐ（ｆ^ＦＰ（ｘ）－ｆ（ｘ）≥ε）＝０． （０．３）

　　本文从频率插值的定义出发，先证明频率插值

ｆ^ＦＰ（ｘ）是密度函数ｆ（ｘ）渐近无偏估计，再在此基础
上证明ｆ^ＦＰ（ｘ）为ｆ（ｘ）的相合估计，即有（０．３）式
成立．

１　相关引理

　　引理１［３］　设密度函数ｆ（ｘ）在区间 ［ｔ０，ｔｋ］上

连续，由（０．１）式定义的ｆ^ｉ＝ｖｉｎｈ
是密度函数ｆ（ｘ）在

区间 （ｔｉ－１，ｔｉ］上的直方图估计，则

　　（１）ｖｉ～Ｂ（ｎ，ｐｉ），其中ｐｉ＝∫
ｔｉ

ｔｉ－１
ｆ（ｘ）ｄｘ，

（１．１）

　　（２）Ｅ（^ｆｉ）＝ｐｉｈ
，ｖａｒ（^ｆｉ）＝ｐｉ

（１－ｐｉ）
ｎｈ２

，Ｃｏｖ（^ｆｉ，

ｆ^ｉ＋１）＝ －
ｐｉｐｉ＋１
ｎｈ２ ． （１．２）

　　引理２［３］　设密度函数ｆ（ｘ）在区间 ［ｔ０，ｔｋ］上
满足利普希茨（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）条件，由（０．１）式定义的ｆ^ｉ

＝ｖｉｎｈ
是密度函数ｆ（ｘ）在区间 （ｔｉ－１，ｔｉ］上的直方图

估计，且当ｎ→ "时，有ｈ→０和ｎｈ→ "，则对任意ｘ

∈ （ｔｉ－１，ｔｉ］，有

　　ｌｉｍ
ｎ→"
ＭＳＥ｛^ｆｉ｝＝０．

其 中 ＭＳＥ｛^ｆｉ｝＝ Ｖａｒ（^ｆｉ）＋ Ｂｉａｓ２（^ｆｉ），这 里

Ｂｉａｓ（^ｆｉ）＝Ｅ（^ｆｉ）－ｆ（ｘ）．
　　引理３　设密度函数ｆ（ｘ）在区间 ［ｔ０，ｔｋ］上连
续，且当ｎ→ "时，有ｈ→０和ｎｈ→ "，则由（０．２）式
定义的频率插值ｆ^ＦＰ（ｘ），对任意ｘ∈ ［ｔ０，ｔｋ］，有

　　ｌｉｍ
ｎ→"
Ｖａｒ［^ｆＦＰ（ｘ）］＝０． （１．３）

　　证明　根据频率插值ｆ^ＦＰ（ｘ）的定义，由引理２
可知，只需证明当ｘ∈［ａｉ，ａｉ＋１］，ｉ＝１，…，（ｋ－１）时，
（１．３）式成立．
　　对任意ｘ∈ ［ａｉ，ａｉ＋１］，有

　　Ｖａｒ［^ｆＦＰ（ｘ）］＝Ｖａｒ［ｘ－ａｉ＋１ａｉ－ａｉ＋１ｆ^ｉ
＋

ｘ－ａｉ
ａｉ＋１－ａｉｆ^ｉ＋１

］＝
（ｘ－ａｉ＋１）２

ｈ２ Ｖａｒ（^ｆｉ）＋

（ｘ－ａｉ）２

ｈ２ Ｖａｒ（^ｆｉ＋１）－２
（ｘ－ａｉ＋１）（ｘ－ａｉ）

ｈ２ Ｃｏｖ（^ｆｉ，

ｆ^ｉ＋１）． （１．４）
由引理１（１．２）式得

　　Ｖａｒ（^ｆｉ）＝ｐｉ
（１－ｐｉ）
ｎｈ２

， （１．５）

　　Ｖａｒ（^ｆｉ＋１）＝
ｐｉ＋１（１－ｐｉ＋１）

ｎｈ２
， （１．６）

　　Ｃｏｖ（^ｆｉ，^ｆｉ＋１）＝ －
ｐｉｐｉ＋１
ｎｈ２ ． （１．７）

将（１．５）式、（１．６）式、（１．７）式代入（１．４）式，整理得

　　Ｖａｒ［^ｆＦＰ（ｘ）］＝
（ｘ－ａｉ＋１）２

ｎｈ４ ｐｉ＋
（ｘ－ａｉ）２

ｎｈ４ ｐｉ＋１－

［ｐｉ（ｘ－ａｉ＋１）－ｐｉ＋１（ｘ－ａｉ）］２

ｎｈ４ ≤
（ｘ－ａｉ＋１）２

ｎｈ４ ｐｉ ＋

（ｘ－ａｉ）２

ｎｈ４ ｐｉ＋１ ≤
ｐｉ
ｎｈ２＋

ｐｉ＋１
ｎｈ２．

（１．８）

　　结合引理１（１．１）式，且ｆ（ｘ）在区间 ［ｔｉ－１，ｔｉ＋１］
上连续，故（１．８）式可化为

　 　 ｐｉ
ｎｈ２ ＋

ｐｉ＋１
ｎｈ２ ＝
∫

ｔｉ

ｔｉ－１
ｆ（ｘ）ｄｘ

ｎｈ２ ＋
∫

ｔｉ＋１

ｔｉ
ｆ（ｘ）ｄｘ

ｎｈ２ ＝

∫
ｔｉ＋１

ｔｉ－１
ｆ（ｘ）ｄｘ

ｎｈ２ ． （１．９）

由积分中值定理得∫
ｔｉ＋１

ｔｉ－１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝２ｈｆ（θ），其中θ∈

［ｔｉ－１，ｔｉ＋１］，则

　　 ｐｉｎｈ２＋
ｐｉ＋１
ｎｈ２＝

２ｈｆ（θ）
ｎｈ２ ＝２ｆ

（θ）
ｎｈ ． （１．１０）

将（１．１０）式代入（１．８）式，得

　　Ｖａｒ［^ｆＦＰ（ｘ）］≤２ｆ
（θ）
ｎｈ ≤２　Ｍｎｈ

，

其中Ｍ＝ｍａｘ｛ｆ（ｘ），ｘ∈ ［ｔ０，ｔｋ］｝．因此当ｎ→ "
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时，ｈ→０和ｎｈ→ "时 （１．３）式成立．

２　主要结果

　　定理１　设密度函数ｆ（ｘ）在区间 ［ｔ０，ｔｋ］上满
足利普希茨（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）条件，具有连续二阶导数，且
当ｎ→ "时，ｈ→０，则由（０．２）式定义的频率插值

ｆ^ＦＰ（ｘ）对任意ｘ∈ ［ｔ０，ｔｋ］，有

　　ｌｉｍ
ｎ→"
Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］＝ｆ（ｘ）． （２．１）

　　证明　首先证明当ｘ ∈ ［ｔ０，ａ１］时 （２．１）式
成立．

　　当ｘ∈ ［ｔ０，ａ１］时，由（０．２）式有ｆ^ＦＰ（ｘ）＝
ｖ１
ｎｈ
，

则由引理１可得

　　Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］－ｆ（ｘ）＝ｐ１ｈ －ｆ
（ｘ）．

由积分中值定理得

　　ｐ１＝∫
ｔ１

ｔ０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｈｆ（ξ１），其中ξ１ ∈ ［ｔ０，ｔ１］．

又因为ｆ（ｘ）满足利普希茨（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）条件，于是有

　 　 Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］－ｆ（ｘ） ＝ ｆ（ξ１）－ｆ（ｘ） ≤
γ１ξ１－ｘ ≤γ１ｈ， （２．２）
其中γ１为一正常数．因此当ｎ→ "，ｈ→０时（２．１）式
成立．
　　同理可证当ｘ∈ （ａｋ，ｔｋ］，有（２．１）式成立．
　　其次证明当ｘ∈ ［ａｉ，ａｉ＋１］时（２．１）式成立．
　　当ｘ∈ ［ａｉ，ａｉ＋１］时，由（０．２）式有

　　ｆ^ＦＰ（ｘ）＝ｘ－ａｉ＋１ａｉ－ａｉ＋１ｆ^ｉ
＋ ｘ－ａｉａｉ＋１－ａｉｆ^ｉ＋１

．

于是，由引理１（１．２）式可得

　　Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］－ｆ（ｘ）＝ｘ－ａｉ＋１ａｉ－ａｉ＋１
ｐｉ
ｈ ＋

ｘ－ａｉ
ａｉ＋１－ａｉ

·

ｐｉ＋１
ｈ －ｆ（ｘ）＝ｘ－ａｉｈ２ ｐｉ＋１＋

ａｉ＋１－ｘ
ｈ２ ｐｉ－ｆ（ｘ）．

（２．３）
由于ｆ（ｘ）在区间 ［ａｉ，ａｉ＋１］上具有连续二阶导数，对

ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｔｉ处进行泰勒展开得

　　ｆ（ｘ）＝ｆ（ｔｉ）＋ｆ′（ｔｉ）（ｘ－ｔｉ）＋
ｆ″（ξｉ）
２！

（ｘ－ｔｉ）２， （２．４）

其中ξｉ介于ｘ与ｔｉ之间．于是

　　ｐｉ＝∫
ｔｉ

ｔｉ－１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｔｉ

ｔｉ－１

［ｆ（ｔｉ）＋ｆ′（ｔｉ）（ｘ－ｔｉ）＋

ｆ″（ξｉ）
２！

（ｘ－ｔｉ）２］ｄｘ＝ｆ（ｔｉ）ｈ－ｆ
′（ｔｉ）
２ ｈ２＋ｆ

″（ξｉ）
６ ｈ３＝

ｆ（ｔｉ）ｈ－ｆ
′（ｔｉ）
２ ｈ２＋Ｏ（ｈ３）． （２．５）

同理可得

　　ｐｉ＋１＝∫
ｔｉ＋１

ｔｉ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｔｉ）ｈ＋ｆ

′（ｔｉ）
２ ｈ２＋Ｏ（ｈ３）．

（２．６）
将（２．５）式和（２．６）式代入（２．３）式，考虑到ｆ（ｘ）满
足利普希茨（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）条件，有

　　｜Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］－ｆ（ｘ）｜＝｜ｘ－ａｉｈ２ ｐｉ＋１＋

ａｉ＋１－ｘ
ｈ２ ｐｉ－ｆ（ｘ）｜＝｜［ｘ－ａｉｈ ｆ（ｔｉ）＋

ａｉ＋１－ｘ
ｈ ｆ（ｔｉ）］＋ｆ

′（ｔｉ）
２
（２ｘ－ａｉ－ａｉ＋１）＋Ｏ（ｈ２）－

ｆ（ｘ）｜≤｜ｆ（ｔｉ）－ｆ（ｘ）｜＋｜
ｆ′（ｔｉ）
２
（２ｘ－ａｉ－ａｉ＋１）｜＋

｜Ｏ（ｈ２）｜≤γｉ｜ｔｉ－ｘ｜＋｜
ｆ′（ｔｔ）
２ ｜（｜ｘ－ａｉ｜＋｜ｘ－

ａｉ＋１｜）＋｜Ｏ（ｈ２）｜≤γｉｈ＋｜ｆ′（ｔｉ）｜ｈ＋｜Ｏ（ｈ２）｜，
其中γｉ为一正常数．因此当ｎ→ "，ｈ→０时（２．１）式
成立．
　　定理２　设密度函数ｆ（ｘ）在区间 ［ｔ０，ｔｋ］上满
足利普希茨（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）条件，具有连续二阶导数，且
当ｎ→ "时，有ｈ→０和ｎｈ→ "，则由（０．２）式定义的
频率插值ｆ^ＦＰ（ｘ）对任意ｘ∈ ［ｔ０，ｔｋ］，有

　　 ｆ^ＦＰ（ｘ）－ｆ（ｘ） →
Ｐ
０．

　　证明　任取一点ｘ∈ ［ｔ０，ｔｋ］，对任意的ε＞０，
由切比雪夫不等式有

　　Ｐ（｜^ｆＦＰ（ｘ）－Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］≥ε２｜
）≤

４
ε２
Ｖａｒ（^ｆＦＰ（ｘ））．

　 　 另一方面，由定理 １ 可知ｌｉｍ
ｎ→"
Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］＝

ｆ（ｘ），故当ｎ充分大时有

　　｜Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］－ｆ（ｘ）｜＜ε２．

注意，此时如果｜^ｆＦＰ（ｘ）－Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］｜＜ε２
，就有

　　｜^ｆＦＰ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜≤｜^ｆＦＰ（ｘ）－Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］｜＋
｜Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］－ｆ（ｘ）｜＜ε，
故

　　 ｛｜^ｆＦＰ（ｘ）－Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］｜＜ε２
｝｛｜^ｆＦＰ（ｘ）－

ｆ（ｘ）｜＜ε｝．
等价地

　　 ｛｜^ｆＦＰ（ｘ）－Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］｜≥ε２
｝｛｜^ｆＦＰ（ｘ）－

ｆ（ｘ）｜≥ε｝，
由此即有

（下转第３４页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｏｎ　ｐａｇｅ　３４）　　
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［３］　Ｋｅｍｎｉｔｚ　Ａ，Ｍａｒａｎｇｉｏ　Ｍ，Ｍｉｈóｋ　Ｐ．［ｒ，ｓ，ｔ］?ｃｈｒｏｍａｔｉｃ

ｎｕｍｂｅｒｓ　ａｎｄ　ｈｅｒｅｄｉｔａｒｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｄｉｓ－
ｃｒｅｔｅ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００７，３０７：９１６－９２２．

［４］　龚劬，张新军．二部图的 ［ｒ，ｓ，ｔ］?着色［Ｊ］．重庆大学学

报：自然科学版，２００７，３０（１２）：９５－９７．
［５］　Ｄｅｋａｒ　Ｌ，Ｅｆｆａｎｔｉｎ　Ｂ，Ｋｈｅｄｄｏｕｃｉ　Ｈ．［ｒ，ｓ，ｔ］?ｃｏｌｏｒｉｎｇ　ｏｆ

ｔｒｅｅｓ　ａｎｄ　ｂｉｐａｒｔｉｔｅ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｄｉｓｃｒｅｔｅ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２００８，３１１：１５２１－１５３３．

［６］　俞竺君，左连翠．含点不交偶圈的图的 ［ｒ，ｓ，ｔ］?着色
［Ｊ］．天津师范大学学报：自然科学版，２０１０，３３（２）：１８－

２２．
［７］　Ｂｏｎｄｙ　Ｊ　Ａ，Ｍｕｒｔｙ　Ｕ　Ｓ　Ｒ．Ｇｒａｐｈ　ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：

Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００８．
［８］　李光海，李武装．关于几类图的邻点可区别全染色［Ｊ］．
河南师范大学学报：自然科学版，２００６，３５（１）：１３９－１４０．

（责任编辑：陈小玲）　　

（上接第３０页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｆｒｏｍ　ｐａｇｅ　３０）

　　Ｐ（｜ｆ^ＦＰ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜≥ε）≤Ｐ（｜ｆ^ＦＰ（ｘ）－

Ｅ［^ｆＦＰ（ｘ）］｜≥ε／２）≤ ４ε２
Ｖａｒ（^ｆＦＰ（ｘ））．

由引理３可知，当ｎ→＋"，Ｖａｒ（^ｆＦＰ（ｘ））→０．定理２
证明完毕．
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