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摘要：基于修正ＬＳ共轭梯度法，给出合适的初始步长，使采用Ａｒｍｉｊｏ线搜索的迭代过程满足充分下降性．在较

弱的条件下，证明算法具有全局收敛性和至少线性收敛速率．
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　　非线性共轭梯度法是求解大规模优化问题 ｍｉｎ
｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｒｎ｝的一类有效方法，其迭代格式为

　　ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ｔｋｄｋ， （１）

　　ｄｋ＝
－ｇｋ，ｋ＝１，

－ｇｋ＋βｋｄｋ－１，ｋ＞１｛ ，
（２）

其中ｆ：Ｒｎ →Ｒ连续可微，ｇｋ＝!ｆ（ｘｋ），ｄｋ 为迭代搜
索方向，ｔｋ为迭代步长（ｔｋ＞０），标量参数βｋ有多种选
择［１～６］．ｔｋ可以由各种线搜索产生，常用的强Ｗｏｌｆｅ线
搜索条件［１］为

　　ｆ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）≤ｆｋ＋δｔｋｇＴｋｄｋ， （３）

　　｜ｇ（ｘｋ＋ｔｋｄｋ）Ｔｄｋ｜≤－σｇＴｋｄｋ， （４）

其中δ∈ （０，０．５），σ∈ （δ，１）；Ａｒｍｉｊｏ线搜索［７］ 条
件为

　　ｔｋ＝ｍａｘ｛ρ
ｉ　ｗｋ，ｉ＝０，１，２…｝满足（３）式， （５）

其中ρ∈ （０，１），Ｌ＞０，ｗｋ＝
－ｇＴｋｄｋ
Ｌ‖ｄｋ‖２

，‖·‖ 表示

ｌ２ 范数．
　　传统的共轭梯度法有ＨＳ，ＦＲ，ＰＲＰ，ＣＤ，ＬＳ，ＤＹ
等方法。其中，ＰＲＰ方法是数值结果最好的方法，但
是在精确线搜索、弱 Ｗｏｌｆｅ线搜索、强 Ｗｏｌｆｅ线搜索
条件下，对一般的目标函数均不能建立其收敛性［１］．
韦增欣等［２］对ＰＲＰ方法改进得到ＷＹＬ方法，它在强
Ｗｏｌｆｅ线搜索下对非凸目标函数全局收敛，而且数值
结果优于ＰＲＰ方法。将这一思想应用到对ＨＳ和ＬＳ
方法的改进也很成功［３，４］．最近，陆莎等［６］研究 ＷＹＬ
方法，获得更弱的收敛性条件，使 ＷＹＬ 方法在

Ａｒｍｉｊｏ线搜索下具有强收敛性．受文献［６］思想的启
发，本 文 在 Ａｒｍｉｊｏ 线 搜 索 时 研 究 修 正 ＬＳ 方
法［３，４］（ＭＬＳ方法）

　　β
ＭＬＳ
ｋ＋１ ＝

ｇＴｋ＋１（ｇｋ＋１－‖
ｇｋ＋１‖
‖ｇｋ‖ｇｋ

）

－ｄＴｋｇｋ
， （６）

的初始步长和收敛性问题．

１　 初始步长及算法

　　 在共轭梯度法的收敛性分析中，充分下降条件
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　　ｃ∈ （０，１），ｋ≥１，ｇＴｋｄｋ ≤－ｃ‖ｇｋ‖２，（７）
有很重要的作用．对（１），（２）和（６）式的迭代法，文献
［３，４］通过限制强Ｗｏｌｆｅ条件（４）式中的参数σ∈（０，

０．５）而使（７）式满足，我们借鉴文献［６］的思想，忽略
线搜索条件，仅考虑（１）式中怎样的ｔｋ 才能使（７）式
满足，从而得到第ｋ次迭代的初始步长为

　　αｋ＝ｃ
（３－ｃ）
２Ｌ

‖ｇｋ‖２

‖ｄｋ‖２
， （８）

其中ｃ∈ （０，１），Ｌ 为ｆ（ｘ）的梯度函数ｇ（ｘ）的

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数．以（８）式为初始步长采用Ａｒｍｉｊｏ线搜
索的 ＭＬＳ算法定义如下．
　　 算法１
　　 步骤０　给定初值ｘ１∈Ｒｎ，δ∈（０，０．５），ｃ，ρ∈
（０，１）．令ｄ１＝－ｇ１，α１＝（２Ｌ）－１ｃ（３－ｃ），ｋ＝１．
　　 步骤１　 若 ‖ｇｋ‖＝０，停止．
　　 步骤２　Ａｒｍｉｊｏ线搜索

　　 步骤２．１　ｔｋ＝１；

　　 步骤２．２　 若

　　ｆ（ｘｋ＋ｔｋαｋｄｋ）－ｆｋ ≤δｔｋαｋｇＴｋｄｋ， （９）

则令ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ｔｋαｋｄｋ，转步骤３；否则，令ｔｋ＝ρｔｋ，转
步骤２．２．
　　 步骤３　 若 ‖ｇｋ＋１‖＝０，停止；否则，由（６）式
和（２）式计算ｄｋ＋１，由（８）式计算初始步长αｋ＋１．
　　 步骤４　 令ｋ＝ｋ＋１，转步骤２．

２　 算法的收敛性

　　 假设（Ｈ１）：ｆ（ｘ）在水平集Ω＝｛ｘ∈Ｒｎ｜ｆ（ｘ）

≤ｆ（ｘ１）｝上有下界．
　　（Ｈ２）：ｆ（ｘ）在Ω上连续可微，其梯度函数ｇ（ｘ）
在Ω上Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，即 Ｌ＞０使

　　‖ｇ（ｙ）－ｇ（ｘ）‖ ≤Ｌ‖ｙ－ｘ‖，ｘ，ｙ∈Ω．
（１０）

　　 定理１　 设（Ｈ１）和（Ｈ２）成立，｛ｇｋ，ｄｋ｝为算法

１生成的无穷序列，则 ｋ≥１，有

　　（ｉ）ｇＴｋｄｋ ≤－ｃ‖ｇｋ‖２；

　　（ｉｉ）‖ｄｋ‖ ≤ （４－ｃ）‖ｇｋ‖．

　　 证 明 （ｉ）　 显 然 ｇＴ１ｄ１ ＝－ ‖ｇ１‖２ ≤－ｃ

‖ｇ１‖２，以下假设ｇＴｋｄｋ ≤－ｃ‖ｇｋ‖２．
　　 由（６）式和Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式，可得

　　０≤β
ＭＬＳ
ｋ＋１ ≤２‖

ｇｋ＋１‖２

ｃ‖ｇｋ‖２
， （１１）

由（２）式可得

　　ｇＴｋ＋１ｄｋ＋１＝－‖ｇｋ＋１‖２＋β
ＭＬＳ
ｋ＋１ｇＴｋ＋１ｄｋ， （１２）

若ｇＴｋ＋１ｄｋ ≤０，由（１１）式和（１２）式，可以知

　　ｇＴｋ＋１ｄｋ＋１ ≤－‖ｇｋ＋１‖２ ≤－ｃ‖ｇｋ＋１‖２．

若ｇＴｋ＋１ｄｋ ＞０，由Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式，（１０）式
和（８）式，可得

　　ｇＴｋ＋１ｄｋ＝（ｇｋ＋１－ｇｋ）Ｔｄｋ＋ｇＴｋｄｋ ≤
Ｌｔｋαｋ‖ｄｋ‖２－ｃ‖ｇｋ‖２ ≤２－１ｃ（１－ｃ）‖ｇｋ‖２，
再由（１２）式，（１１）式及上式，可得

　　ｇＴｋ＋１ｄｋ＋１ ≤－ｃ‖ｇｋ＋１‖２．
　　 综上，根据数学归纳法可知，ｋ≥１，（ｉ）成立．
　　（ｉｉ）显然 ‖ｄ１‖＝‖ｇ１‖ ≤ （４－ｃ）‖ｇ１‖．

　　‖ｇｋ＋１－‖
ｇｋ＋１‖
‖ｇｋ‖ｇｋ‖＝

１
‖ｇｋ‖‖ｇｋ

（‖ｇｋ‖－

‖ｇｋ＋１‖）＋ ‖ｇｋ‖（ｇｋ＋１ －ｇｋ）‖ ＝｜ （‖ｇｋ‖ －
‖ｇｋ＋１‖）｜＋ ‖ｇｋ＋１ －ｇｋ‖ ≤２‖ｇｋ＋１ －ｇｋ‖ ≤
２Ｌｔｋαｋ‖ｄｋ‖． （１３）

　　 由（６）式，利用Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式，（１３）
式，（８）式及（ｉ），可得

　　０≤β
ＭＬＳ
ｋ＋１ ≤ （３－ｃ）‖ｇｋ＋１‖（‖ｄｋ‖）－１． （１４）

　　 由（２）式和（１４）式知，

　　‖ｄｋ＋１‖－‖ｇｋ＋１‖ ≤ ‖ｄｋ＋１－ｇｋ＋１‖＝

β
ＭＬＳ
ｋ＋１‖ｄｋ‖ ≤ （３－ｃ）‖ｇｋ＋１‖，
从而得到 ‖ｄｋ＋１‖ ≤ （４－ｃ）‖ｇｋ＋１‖．
　　 综上可知，ｋ≥１，（ｉｉ）成立．定理得证．
　　引理１　设（Ｈ１）和（Ｈ２）成立，｛ｔｋ｝为算法１生
成的无穷序列，则

　　η∈ （０，１］，使 ｋ≥１，ｔｋ ∈ ［η，１］．
　　 证明 　 设Ｋ１＝｛ｋ｜ｔｋ＝１｝，Ｋ２＝｛ｋ｜ｔｋ＜１｝．
由算法１的步骤２知，ｋ≥１，若ｋＫ１，则ｋ∈Ｋ２．
　　ｋ∈Ｋ２，由算法１的步骤２．２知，ρ－

１ｔｋ 不满足
（９）式，即

　　ｆ（ｘｋ＋ρ－
１ｔｋαｋｄｋ）－ｆｋ ＞δρ－

１ｔｋαｋｇＴｋｄｋ． （１５）

　　 由微分中值定理，Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式及
（１０）式知，θｋ ∈ （０，１），使

　　ｆ（ｘｋ ＋ ρ－
１ｔｋαｋｄｋ） － ｆｋ ＝ ρ－

１ｔｋαｋ
［ｇ（ｘｋ＋θｋρ－

１ｔｋαｋｄｋ）－ｇｋ］Ｔｄｋ ＋ ρ－
１ｔｋαｋｇＴｋｄｋ ≤

ρ－
２ｔ２ｋα２ｋθｋＬ‖ｄｋ‖２ ＋ ρ－

１ｔｋαｋｇＴｋｄｋ ≤ ２－１ｃ（３ －
ｃ）ρ－

２ｔ２ｋαｋ‖ｇｋ‖２＋ρ－
１ｔｋαｋｇＴｋｄｋ． （１６）

由（１６）式，（１５）式及定理１，可得

　　２－１ｃ（３－ｃ）ρ－
１ｔｋ‖ｇｋ‖２≥－（１－δ）ｇＴｋｄｋ≥（１－

δ）ｃ‖ｇｋ‖２，
从而得到ｔｋ ≥２ρ（１－δ）（３－ｃ）－

１．
　　 综上可知，ｋ ≥１，ｔｋ ≥ ｍｉｎ ｛１，２ρ（１－δ）
（３－ｃ）－１｝η．引理得证．
　　定理２　设（Ｈ１）和（Ｈ２）成立，｛ｇｋ｝为算法１生
成的无穷序列，则ｌｉｍ

ｋ→"
‖ｇｋ‖＝０．

　　证明　由（９）式，定理１及（Ｈ１）知，｛ｆｋ｝为严格
单调递减且有界序列，

８ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２



　　ｌｉｍ
ｋ→"
ｆｋ＝ｆ＊ ＜＋"，ｋ≥１，ｘｋ ∈Ω．

由（９）式，（８）式，引理１和定理１，可得

　　ｆｋ－ｆｋ＋１≥－δｔｋαｋｇＴｋｄｋ≥δη
ｃ（３－ｃ）
２Ｌ

‖ｇｋ‖４

‖ｄｋ‖２≥

δη
ｃ（３－ｃ）
２Ｌ（４－ｃ）‖ｇｋ‖

２ σ‖ｇｋ‖２， （１７）

上式两边分别求和，可得

　　＋"＞ｆ１－ｆ＊＝∑
"

ｋ＝１

（ｆｋ－ｆｋ＋１）≥σ∑
"

ｋ＝１
‖ｇｋ‖２，

从而得到ｌｉｍ
ｋ→"
‖ｇｋ‖＝０，定理得证．

３　 算法的收敛速率

　　 假设（Ｈ３）：ｆ（ｘ）在Ｒｎ 上二次连续可微且一
致凸．
　　引理２［８］　若（Ｈ３）成立，则（Ｈ１）和（Ｈ２）成立，

ｆ（ｘ）在Ｒｎ上有唯一的极小点ｘ＊，且Ｍ＞ｍ＞０，
使 ｘ∈Ｒｎ，有

　　ｍ‖ｘ－ｘ＊‖ ≤ ‖ｇ（ｘ）‖ ≤Ｍ‖ｘ－ｘ＊‖，
（１８）

　　２－１　ｍ‖ｘ－ｘ＊‖２ ≤ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ＊）≤
２－１　Ｍ‖ｘ－ｘ＊‖２． （１９）

　　 定理３　 若（Ｈ３）成立，｛ｘｋ｝为算法１生成的无
穷序列，则｛ｘｋ｝至少Ｒ?线性收敛于ｘ＊．
　　 证明 　 由引理２及定理２知，ｆ（ｘ）有唯一极小
点ｘ＊，ｌｉｍ

ｋ→"
ｘｋ＝ｘ＊，ｌｉｍ

ｋ→"
ｆｋ＝ｆ（ｘ＊）ｆ＊，ｆｋ－ｆ＊ ≥

０．令ｍ
－

＝ｍｉｎ｛ｍ，Ｌ｝，由（１７），（１８）和（１９）式，可得

　　ｆｋ－ｆｋ＋１ ≥σ‖ｇｋ‖２ ≥σｍ２‖ｘｋ －ｘ＊‖２ ≥

２σｍ
－
２　Ｍ－１（ｆｋ－ｆ＊）τ（ｆｋ－ｆ＊）． （２０）

　　因η，ｃ∈（０，１），δ∈（０，０．５），由（１７）式可得σ＜

（４Ｌ）－１，又由常数ｍ
－
，Ｌ，ｍ，Ｍ 的关系，可知

　　０＜τ＝２σｍ
－
２　Ｍ－１ ≤２σＬ ≤２－１，

利用（２０）式，递推可得

　　ｆｋ－ｆ＊ ＝（ｆｋ－ｆｋ－１）＋（ｆｋ－１－ｆ＊）≤ （１－
τ）（ｆｋ－１－ｆ＊）≤ （１－τ）ｋ－１（ｆ１－ｆ＊），
由（１９）式及上式，可得

　　‖ｘｋ－ｘ＊‖２ ≤２ｍ－１（ｆｋ－ｆ＊）≤２ｍ－１（ｆ１－
ｆ＊）（１－τ）ｋ－１，

　　 从而可得ｌｉｍ
ｋ→"
‖ｘｋ－ｘ＊‖

１
ｋ ≤ １－槡 τ＜１，说明

｛ｘｋ｝至少Ｒ?线性收敛于ｘ＊．定理得证．
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美国研制成功高效存储氢的纳米复合材料

　　上世纪７０年代，人们开始将氢气看成化石燃料的替代品并对其寄予厚望，因为氢气燃烧后得到的副产品
只有水，而其他碳氢化合物燃料燃烧后会喷射出温室气体和有害污染物。另外，同汽油相比，氢气的质量更轻，
能量密度更大而且来源丰富。但氢气要想作为燃料替代汽油，就必须解决两大难题：如何安全且密集地存储，
以及如何更容易获得。科学家一直尝试解决这两个问题。他们试着将氢气“锁”在固体中；试着在更小的空间
内存储更多氢气，同时让氢气的反应性很低（要让氢气这种易挥发的物质保持稳定，低反应性非常重要）。然
而，大多数固体只能吸收少量氢气，同时，还需要对整个系统进行极度地加热或冷却来提升其能效。最近，美国
科学家设计出了一种新的纳米储氢复合材料，其由金属镁纳米离子散落在一个聚甲基丙烯酸甲酯（同树脂玻璃
有关的聚合物）基质组成。新材料在常温下就能快速地吸收和释放氢气，在吸收和释放氢气的循环中，金属镁
也不会氧化。这是氢气储存和氢燃料电池等领域取得的又一个重大突破。

（据科学网）
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