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摘要：利用解析函数的性质和不等式的技巧，得到一个在单位圆内解析的函数类Ｓｎ（γ，λ，β）的一个系数估计式

和一个充分条件．
关键词：解析函数　系数估计　充分条件
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　　用Ａｎ表示在Ｕ＝｛ｚ：ｚ∈ Ｃ，｜ｚ｜＜１｝上，具有如
下形式的展开式

　　ｆ（ｚ）＝ｚ＋ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
ａｋｚｋ，ｎ∈Ｎ＝｛１，２，３，…｝ （０．１）

的全体解析函数所构成的函数族．用Ｐｎ表示在Ｕ上解
析且形如

　　ｐ（ｚ）＝１＋∑
∞

ｋ＝ｎ
ｐｋｚｋ， （０．２）

并满足Ｒｅ（ｐ（ｚ））＞０（ｚ∈Ｕ）的全体函数所组成的函

数类．用Ｍｎ（β）表示在Ａｎ中满足条件Ｒｅ（
ｚｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）

）＜

β（ｚ∈Ｕ，β＞１）的全体函数所组成的函数类．用Ｈｎ（α，

β）表示在Ａｎ中满足条件Ｒｅ（
αｚ２　ｆ″（ｚ）
ｆ（ｚ） ＋ｚｆ′

（ｚ）
ｆ（ｚ）

）＞

αβ（β＋
ｎ
２－１

）＋β－
ｎα
２
（ｚ∈Ｕ，α≥０，０≤β＜１）的全体

函数所组成的函数类．文献［１］和文献［２］分别研究了
Ｍｎ（β）和Ｈｎ（α，β）的系数估计．文献［３］定义了函数
类ＳＣ（γ，λ，β），并研究它的系数估计．其定义如下：设
０≤λ≤１，０≤β＜１，γ∈Ｃ＊∶＝Ｃ－｛０｝，ｆ（ｚ）∈Ａ１，

且满足

　　Ｒｅ［１＋１γ
（ｚ［λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ）］′
λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ） －

１）］＞β．
　　本文类似地定义函数类Ｓｎ（γ，λ，β），研究其系数
估计和充分条件，推广了文献［１］中的结果．

１　相关引理

　　若设０≤λ≤１，β＞１，γ∈Ｃ＊∶＝Ｃ －｛０｝，且ｆ
（ｚ）∈Ａｎ，则ｆ（ｚ）∈Ｓｎ（γ，λ，β）当且仅当ｆ（ｚ）满足

　　Ｒｅ［１＋１γ
（ｚ［λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ）］′
λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ） －１

）］＜β．

显然Ｓｎ（１，０，β）≡ Ｍｎ（β）．
　　引理１．１　令β ＞１，γ∈Ｃ＊ ∶＝Ｃ－｛０｝，
｛Ｂｋ｝∞ｋ＝１定义为

　　
Ｂ１＝１，

Ｂｋ＋１＝２｜γ｜
（β－１）
ｋ ∑

ｋ

ｌ＝１
Ｂｌ，ｋ≥１

烅
烄

烆
，

（１．１）

则

　　Ｂｋ＝
∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！
，ｋ∈Ｎ＼｛１｝．

　　证明　用数学归纳法．当ｋ＝２时有
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　　Ｂ２＝２｜γ｜（β－１）∑
１

ｌ＝１
Ｂｌ＝２｜γ｜（β－１）Ｂｌ＝

２｜γ｜（β－１）．
而

　　Ｂ２＝
∏
２－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（２－１）！ ＝２｜γ｜（β－１）．

所以ｋ＝２时成立．假设当ｋ＝ｍ（ｍ≥３）时有

　　Ｂｍ＝
∏
ｍ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｍ－１）！ ．

则当ｋ＝ｍ＋１时有

　　Ｂｍ＋１＝２｜γ｜
（β－１）
ｍ ∑

ｍ

ｌ＝１
Ｂｌ＝２｜γ｜

（β－１）
ｍ

［Ｂｍ＋

∑
ｍ－１

ｌ＝１
Ｂｌ］＝２｜γ｜

（β－１）
ｍ

［Ｂｍ ＋ ｍ－１
２｜γ｜（β－１）

Ｂｍ］＝

ｍ－１＋２｜γ｜（β－１）
ｍ

∏
ｍ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｍ－１）！ ＝

∏
ｍ－１

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

ｍ！ ．

所以ｋ＝ｍ＋１时成立．
　　引理１．２［４］　若形如（０．２）式的函数ｐ∈Ｐｎ，则
｜ｐｋ｜≤２，ｋ＝ｎ，ｎ＋１，ｎ＋２，…．

２　主要结果

　　定理２．１　设０≤λ≤１，β＞１，γ∈Ｃ＊∶＝Ｃ －
｛０｝，ｆ（ｚ）形如（０．１）式且ｆ（ｚ）∈Ｓ１（γ，λ，β），则

　　｜ａｋ｜≤
∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！［１＋λ（ｋ－１）］
，ｋ∈Ｎ＼｛１｝．

（２．１）

　　证明　记Ｆ（ｚ）＝λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ），则

Ｆ（ｚ）＝ｚ＋∑
∞

ｋ＝２
Ａｋｚｋ，其中Ａｋ＝［１＋λ（ｋ－１）］ａｋ．那么

ｆ（ｚ）∈Ｓ１（γ，λ，β）意味着Ｒｅ［１＋
１
γ
（ｚＦ′（ｚ）
Ｆ（ｚ）－１

）］＜

β．令

　　ｈ（ｚ）＝
β－［１＋

１
γ
（ｚＦ′（ｚ）
Ｆ（ｚ）－１

）］

β－１
． （２．２）

则ｈ（ｚ）在Ｕ内解析，且有Ｒｅ（ｈ（ｚ））＞０，ｈ（０）＝１．若
设ｈ（ｚ）＝１＋ｃ１ｚ＋ｃ２ｚ２＋ｃ３ｚ３＋…，则有ｈ（ｚ）∈Ｐ１．
且由引理１．２可得｜ｃｎ｜≤２，ｎ＝１，２，…．
　　（２．２）式可化为
　　Ｆ（ｚ）［１－γ（β－１）（ｈ（ｚ）－１）］＝ｚＦ′（ｚ）． （２．３）

把Ｆ（ｚ）＝ｚ＋∑
∞

ｋ＝２
Ａｋｚｋ和ｈ（ｚ）＝１＋ｃ１ｚ＋ｃ２ｚ２＋ｃ３ｚ３

＋… 代入（２．３）式并且比较等式两边ｚｋ＋１的系数，
可得

　　Ａｋ＋１＝－１ｋ
［γ（β－１）ｃｋ＋γ（β－

１）（∑
ｋ

ｌ＝２
Ａｌｃｋ＋１－ｌ）］． （２．４）

　　因为｜ｃｋ｜≤２（ｋ∈Ｎ），所以（２．４）式可化为

　　｜Ａｋ＋１｜≤１ｋ
［｜γ（β－１）｜｜ｃｋ｜＋｜γ（β－

１）｜（∑
ｋ

ｌ＝２
｜Ａｌ｜｜ｃｋ－ｌ｜）］≤１ｋ

［２｜γ｜（β－１）＋２｜γ｜（β－

１）∑
ｋ

ｌ＝２
｜Ａｌ｜］＝２｜γ｜

（β－１）
ｋ

（１＋∑
ｋ

ｌ＝２
｜Ａｌ｜）．

其中Ａ１＝［１＋λ（１－１）］ａ１＝１．所以

　　｜Ａｋ＋１｜≤２｜γ｜
（β－１）
ｋ

（∑
ｋ

ｌ＝１
｜Ａｌ｜）． （２．５）

记

　　
Ｂ１＝１，

Ｂｋ＋１＝２｜γ｜
（β－１）
ｋ ∑

ｋ

ｌ＝１
Ｂｌ，ｋ∈Ｎ

烅
烄

烆
．

（２．６）

显然Ａ１＝Ｂ１＝１．设Ａｌ≤Ｂｌ，ｌ∈１，２，…，ｋ，ｋ∈Ｎ，则
由（２．４）式和（２．５）式可以得到

　　｜Ａｋ＋１｜＝２｜γ｜
（β－１）
ｋ ∑

ｋ

ｌ＝１
Ａｌ≤２｜γ｜

（β－１）
ｋ ∑

ｋ

ｌ＝１
Ｂｌ＝

Ｂｋ＋１，ｋ∈Ｎ．
所以由数学归纳法得｜Ａｋ｜≤Ｂｋ，ｋ∈Ｎ．由引理１．１

可得Ｂｋ＝
∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！
，ｋ∈Ｎ＼｛１｝．又因为

Ａｋ ＝ ［１ ＋ λ （ｋ － １）］ａｋ，所 以 ｜ａｋ ｜ ≤

∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！［１＋λ（ｋ－１）］．

　　注　在定理２．１中令λ＝０，γ＝１，可得到文献
［１］中的定理２．６．
　　推论２．１　设０≤λ≤１，β＞１，γ∈Ｃ＊∶＝Ｃ －
｛０｝，且ｆ（ｚ）∈Ｓ１（γ，λ，β），则

　　｜ｆ（ｚ）｜≤ｒ＋ ∑
∞

ｋ＝２

∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！［１＋λ（ｋ－１）］ｒ
ｋ，

｜ｚ｜＝ｒ＜１，

　　｜ｆ′（ｚ）｜≤１＋∑
∞

ｋ＝２

ｋ·∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！［１＋λ（ｋ－１）］ｒ
ｋ－１，

｜ｚ｜＝ｒ＜１．
　　定理２．２　设０≤λ≤１，β＞１，γ∈Ｃ＊∶＝Ｃ －
｛０｝，ｆ（ｚ）形如（０．１）式且ｆ（ｚ）∈Ｓｎ（γ，λ，β），则

　　｜ａｋ＋１｜≤
２｜γ｜（β－１）
ｋ（１＋λｋ）

，ｎ≤ｋ＜２ｎ，

Ｃｋ＋１（ｎ），ｋ≥２ｎ
烅
烄

烆 ．
其中

　　

Ｃ１（ｎ）＝１，ｋ＝１，
Ｃｋ＋１（ｎ）＝０，１≤ｋ＜ｎ，

Ｃｋ＋１（ｎ）＝２｜γ｜
（β－１）

ｋ（１＋λｋ）
，ｎ≤ｋ＜２ｎ，

Ｃｋ＋１（ｎ）＝２｜γ｜
（β－１）

ｋ（１＋λｋ） ∑
ｋ＋１－ｎ

ｌ＝１
Ｃｌ（ｎ），ｋ≥２ｎ

烅

烄

烆
．

（２．７）

６４３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１１



　　证明　记Ｆ（ｚ）＝λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ），则

Ｆ（ｚ）＝ｚ＋ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
Ａｋｚｋ，其中Ａｋ＝［１＋λ（ｋ－１）］ａｋ．那

么ｆ（ｚ）∈Ｓｎ（γ，λ，β）意味着Ｒｅ［１＋
１
γ
（ｚＦ′（ｚ）
Ｆ（ｚ）－１

）］

＜β．令

　　ｈ（ｚ）＝
β－［１＋

１
γ
（ｚＦ′（ｚ）
Ｆ（ｚ）－１

）］

β－１
，

则

　　ｈ（ｚ）＝１－ ｎ
γ（β－１）

［（１－λ）＋λ（ｎ＋

１）］ａｎ＋１ｚｎ＋１－…，
显然ｈ（ｚ）在Ｕ上解析，且Ｒｅ（ｈ（ｚ））＞０，ｚ∈Ｕ，ｐ（０）
＝１，所以ｈ（ｚ）∈Ｐｎ．
　　当ｎ≤ｋ＜２ｎ，ｎ＋１≤ｌ≤ｋ时，有ｋ＋１－ｌ≤ｋ
－ｎ＜ｎ．同时当０＜ｊ＜ｎ时有ｃｊ＝０；当１＜ｊ＜ｎ＋１
时由函数族Ａｎ的定义有ａｊ＝０，又因为Ａｊ＝［１＋λ（ｊ
－１）］ａｊ，所以Ａｊ＝０．而且由函数族Ａｎ的定义还可以
得ａ１＝１，即Ａ１＝［１＋λ（１－１）］ａ１＝１．由（２．４）式及
引理１．２，有

　　｜Ａｋ＋１｜≤１ｋ
［｜γ（β－１）｜｜ｃｋ｜＋｜γ（β－

１）｜（∑
ｋ

ｌ＝２
｜Ａｌ｜｜ｃｋ－ｌ｜）］＝２｜γ｜

（β－１）
ｋ ．

即｜ａｋ＋１｜≤２｜γ｜
（β－１）

ｋ（１＋λｋ）．

　　当ｋ≥２ｎ时，

　　｜Ａｋ＋１｜≤１ｋ
［｜γ（β－１）｜｜ｃｋ｜＋｜γ（β－

１）｜（∑
ｋ

ｌ＝２
｜Ａｌ｜｜ｃｋ－ｌ｜）］≤２｜γ｜

（β－１）
ｋ ∑

ｋ＋１－ｎ

ｌ＝１
｜Ａｌ｜≤

２｜γ｜（β－１）
ｋ ∑

ｋ＋１－ｎ

ｌ＝１
Ｃｌ（ｎ）．

即

　　｜ａｋ＋１｜≤２｜γ｜
（β－１）

ｋ（１＋λｋ） ∑
ｋ＋１－ｎ

ｌ＝１
Ｃｌ（ｎ）．

因此结论成立．
　　推论２．２　设０≤λ≤１，β＞１，γ∈Ｃ＊∶＝Ｃ －
｛０｝，ｆ（ｚ）形如（０．１）式且ｆ（ｚ）∈Ｓｎ（γ，λ，β），则

　　｜ｆ（ｚ）｜≤ｒ＋ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１

∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！［１＋λ（ｋ－１）］ｒ
ｋ，

｜ｚ｜＝ｒ＜１，

　　｜ｆ′（ｚ）｜≤１＋ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１

ｋ·∏
ｋ－２

ｊ＝０
［ｊ＋２｜γ｜（β－１）］

（ｋ－１）！［１＋λ（ｋ－１）］ｒ
ｋ－１，

｜ｚ｜＝ｒ＜１．
　　定理２．３　设０≤λ≤１，β＞１，γ∈Ｃ＊∶＝Ｃ －
｛０｝，ｆ（ｚ）形如（０．１）式且ｆ（ｚ）∈Ａｎ，若

　　 ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
［（ｋ－１）＋｜γ｜（β－１）］［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜≤

｜γ｜（β－１）． （２．８）
则ｆ（ｚ）∈Ｓｎ（γ，λ，β）．

　　证明　令ｐ（ｚ）＝１γ
（ｚ［λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ）］′
λｚｆ′（ｚ）＋（１－λ）ｆ（ｚ）

－１），ｚ∈Ｕ．以下证明
　　｜ｐ（ｚ）｜≤β－１，ｚ∈Ｕ． （２．９）

　　若ｆ（ｚ）≡ｚ，ｚ∈Ｕ，则ｐ（ｚ）＝０．所以（２．９）式
成立．
　　若ｆ（ｚ）≡ｚ，ｚ∈Ｕ不成立，则必存在某一个ａｋ≠

０，ｋ≥ｎ＋１，于是 ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
｜ａｋ｜＞０．又因为

　　 ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
［（ｋ－１）＋｜γ｜（β－１）］［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜＞

｜γ｜（β－１）∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
｜ａｋ｜．

因此

　　 ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
｜ａｋ｜＜

∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
［（ｋ－１）＋｜γ｜（β－１）］［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜

｜γ｜（β－１）
＜１．

（２．１０）
由（２．８）式和（２．１０）式，有

　　｜ｐ（ｚ）｜＜
∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
（ｋ－１）［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜

｜γ｜［１－ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜］

＝

（∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
［（ｋ－１）＋｜γ｜（β－１）］［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜－ ∑

∞

ｋ＝ｎ＋１
｜γ｜（β－

１）［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜）／（｜γ｜［１－ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜］）≤

｜γ｜（β－１）－ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
｜γ｜（β－１）［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜

｜γ｜［１－ ∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
［１＋λ（ｋ－１）］｜ａｋ｜］

＝β－１．

即｜ｐ（ｚ）｜≤β－１，从而ｆ（ｚ）∈Ｓｎ（γ，λ，β）．
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