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摘要：利用截尾法和矩不等式，证明一般情况下ＮＡ随机变量序列加权和的完全收敛性，推广独立随机序列加权

和的完全收敛性．
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　　１９８３年Ｊｏａｇ－Ｄｅｖ等
［１］提出了 ＮＡ随机变量序

列，由于该序列在可靠性理论、渗透理论和多元统计
分析理论等均有广泛应用，从而引起了人们的广泛兴
趣，现已报道不少成果．１９９２年 Ｍａｔｕｌａ［２］讨论ＮＡ序
列的几乎处处收敛性，１９９９年吴群英［３］研究了同分
布ＮＡ序列的完全收敛性．对于独立同分布随机变量
序列，文献［４～６］分别讨论其各种加权和的强收敛
性．在许宝禄和Ｒｏｂｂｉｎｓ引入完全收敛性概念以后，
该序列在ｉｉｄ情形下的收敛性已被解决得相当完美．
本文利用ＮＡ随机变量序列的截尾法以及矩不等式，
把独立情形加权和的完全收敛性推广到ＮＡ序列．与
文献［７］研究的ＮＡ序列成果相比，本文所得结果在
条件上有所放宽，而且更合理．

１　定义及引理

　　定义１　称随机变量 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，ｎ≥２是

Ｎｅｇａｔｉｖｅｌｙ　Ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ（简记为 ＮＡ）的，若对｛１，２，
…，ｎ｝的任意两个非空不交子集Ａ１，Ａ２，均有

　　ｃｏｖ　ｆ１（Ｘｉ；ｉ∈Ａ１），ｆ２（Ｘｊ；ｊ∈Ａ２（ ）） ≤０，
其中ｆｉ，ｉ＝１，２，是使上式有意义且对各变元不降
（或不升）的函数．
　　 称随机变量列｛Ｘｎ；ｎ≥１｝是ＮＡ列，如果对任
意的ｎ≥２，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是ＮＡ的．
　　 引理１［１］　 设 Ｘｎ，ｎ≥｛ ｝１ 是 ＮＡ随机变量序
列，ｍ≥２，Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ 是集合 １，２，…，｛ ｝ｎ 的两
两不交的非空子集．如果ｆｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ 是对每个
变元都非降（或非升）的函数，则

　　（１）ｆ１（Ｘｊ；ｊ∈ Ａ１），…，ｆｍ（Ｘｊ；ｊ∈ Ａｍ）仍是
ＮＡ的．
　　（２）如果ｆｉ≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ，则还有

　　Ｅ（∏
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ（Ｘｊ；ｊ∈Ａｉ））＜∏

ｍ

ｉ＝１
Ｅｆｉ（Ｘｊ；ｊ∈Ａｉ）．

　　（３）特别的，对任意ｘｉ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｍ，有

　　Ｐ（Ｘ１ ＜ｘ１，…，Ｘｍ ＜ｘｍ）≤∏
ｍ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ＜ｘｉ）．

　　引理２［８］设αｐ＞１，１／２＜α≤１，Ｘｎ，ｎ≥｛ ｝１ 是
独立同分布的随机变量序列，且ＥＸｉ＝０．则有下列等
式等价：

　　（１）Ｅ｜Ｘ１｜ｐ ＜ !；

２４３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１１
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　　（２）∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－２　Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ ∑
ｊ

ｉ＝１
Ｘｉ ＞εｎα）＜ !，

ε＞０．
　　引理３［９］设αｐ＞１，１／２＜α≤１，Ｘｎ，ｎ≥｛ ｝１ 是

同分布的ＮＡ随机变量序列，且ＥＸｉ＝０．则下列等式
等价：

　　（１）若Ｅ　Ｘ１ ｐ ＜ !；

　　（２）∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－２　Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ ∑
ｊ

ｉ＝１
Ｘｉ ＞εｎα）＜ !，

ε＞０．

　　 引理４　 令｛Ｘ，Ｘｎ；ｎ≥１｝是 ＮＡ随机变量序

列，ＥＸ＝０且Ｅ｜Ｘ｜ｐ ＜ !．则存在着一个与ｎ无关
的常数Ｄ，对任意ｎ≥１，

　　Ｅ　ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ ∑

ｊ

ｉ＝１
Ｘｉ（ ）ｐ ≤

Ｄ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ　Ｘｉ ｐ＋ ∑

ｎ

ｉ＝１
ＥＸ２（ ）ｉ ｐ／｛ ｝２ ． （１）

２　 主要结果

　　 定理１　令｛Ｘ，Ｘｎ；ｎ≥１｝是同分布ＮＡ随机变

量序列，当αｐ＞１，１／２＜α≤１时，ＥＸ＝０且Ｅ　Ｘ　ｐ

＜ !．假设 ａｎｉ，１＜ｉ≤ｎ，ｎ≥｛ ｝１ 是满足 ａｎｉ ≤１，

１＜ｉ≤ｎ，ｎ≥１的一组数列．则

　　∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－２　Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ ∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＸｉ ＞εｎα）＜ !，

ε＞０． （２）

　　证明　当１＜ｉ≤ｎ且ｎ≥１时，令Ｘ′ｎｉ＝ｎαＩ（Ｘｉ

＞ｎα）＋ＸｉＩ（Ｘｉ ≤ｎα）－ｎαＩ（Ｘｉ＜－ｎα）．因为ＥＸｉ

＝０，∑
ｎ

ｉ＝１ ａｎｉ ≤ｎ，有

　　ｎ－α ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＥＸ′ｎｉ｜＝

ｎ－αｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＥ（ｎαＩ（Ｘｉ＞ｎα）＋ＸｉＩ（Ｘｉ ≤ｎα）－

ｎαＩ（Ｘｉ＜－ｎα））｜≤ｎ－αｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＥ（ｎαＩ（Ｘｉ ＞

ｎα）＋ＸｉＩ（Ｘｉ ≥ｎα））｜≤

ｎ－α ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

（∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＥ　Ｘ１ Ｉ（Ｘ１ ＞ｎα）＋

∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＥ　Ｘ１ Ｉ（Ｘ１ ≥ｎα））≤

Ｃｎ－α∑
ｎ

ｉ＝１
ａｎｉ Ｅ　Ｘ１ Ｉ（Ｘ１ ＞ｎα）≤

Ｃｎ１－αＥ　Ｘ１ Ｉ（Ｘ１ ＞ｎα）≤
Ｃｎ１－ｐαＥ　Ｘ１ ｐＩ（Ｘ１ ＞ｎα）→０，ｎ→ !． （３）

所以，ｎ足够大时，有

　　ｎ－α ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ ∑

ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＥＸ′ｎｉ ＜ε２ ．

（４）

　　 还需要证明

　　∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－２　Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ ∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＸｉ ＞εｎα）≤

∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－２∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ ＞ｎα）＋

∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－２　Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ ∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉＸ′ｎｉ ＞εｎα）≤

Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－１　Ｐ（Ｘ ＞ｎα）＋

Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－２　Ｐ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ ∑
ｊ

ｉ＝１
ａｎｉ（Ｘ′ｎｉ－ＥＸ′ｎｉ）＞

εｎα
２
）＝∶Ｉ＋ＣＪ．

　　因为∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－１　Ｐ（Ｘ ＞ｎα）≤ＣＥ｜Ｘ｜ｐ＜ !，故

有Ｉ＜ !．所以只需证明Ｊ＜ !即可．

　　 对于任意的ｒ≥２，由Ｍａｒｋｏｖ不等式及引理１．４
得

　　Ｊ ≤ （２
ε
）ｒ∑

!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２　Ｅ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
｜∑

ｊ

ｉ＝１
ａｎｉ（Ｘ′ｎｉ －

ＥＸ′ｎｉ）｜ｒ≤Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２｛（∑

ｎ

ｉ＝１
ａ２ｎｉＥ｜Ｘ′ｎｉ｜２）ｒ／２＋

∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜ｒＥ｜Ｘ′ｎｉ｜ｒ｝≤Ｃ∑

!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２·

（∑
ｎ

ｉ＝１
ａ２ｎｉＥ｜ｎαＩ（Ｘｎｉ ＞ｎα）＋ＸｉＩ（｜Ｘｉ｜≤ｎα）－

ｎαＩ（Ｘｎｉ ＜－ｎα）｜２）ｒ／２＋Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２·

∑
ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜ｒＥ｜ｎαＩ（Ｘｎｉ ＞ｎα）＋ＸｉＩ（｜Ｘｉ｜≤ｎα）－

ｎαＩ（Ｘｎｉ ＜－ｎα）｜ｒ≤Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２·

（∑
ｎ

ｉ＝１
ａ２ｎｉＥ（｜Ｘｉ｜Ｉ（｜Ｘｉ｜≤ｎα）＋ｎαＩ（｜Ｘｉ｜≥

ｎα））２）ｒ／２＋Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２∑

ｎ

ｉ＝１
｜ａｎｉ｜ｒＥ｜ｎαＩ（｜Ｘｉ｜＞

ｎα）＋ＸｉＩ（｜Ｘｉ｜≤ｎα）｜ｒ≤Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２＋ｒ／２　Ｅ｜Ｘ１｜ｐ＋

Ｃ∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１（（Ｅ｜ｎα｜ｒＩ（｜Ｘｉ｜＞ｎα）＋

Ｅ｜Ｘｉ｜ｒＩ（｜Ｘｉ｜≤ｎα））＝∶ＣＪ１＋ＣＪ２．

　　 当ｐ≥２，取ｒ＞ｍａｘ｛（ｐα－１）／（α－１／２），ｐ｝，
所以ｒ＞ （ｐα－１）／（α－１／２）．

　　 因为ｒ（１２－α
）＜０，ｐα－２＜－１，所以ｐα－
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ｒα＋ｒ２－２＜－１．
所以Ｊ１ ≤Ｃ∑

!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－２＋ｒ／２ ＜ !，

　　Ｊ２＝∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１（（Ｅ　ｎα ｒＩ（Ｘｉ ＞ｎα）＋

Ｅ　Ｘｉ ｒＩ（Ｘｉ ≤ｎα））≤

∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１　Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（Ｘ１ ＞ｎα）＋

∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（Ｘ１ ≤ｎα）＝∶Ｊ３＋Ｊ４．

　　 因为ｐα－ｒα－２＋ｒ２＜－１
，得ｐα－ｒα－１＜

－ｒ２ ＜－１
，所以

　　Ｊ３＝∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１　Ｅ　Ｘ１ ｐＩ（Ｘ１ ＞ｎα）＜ !，

　　Ｊ４＝∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（（ｉ－１）α ＜

Ｘ１ ≤ｉα）＝∑
!

ｉ＝１
Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（（ｉ－１）α ＜ Ｘ１ ≤

ｉα）∑
!

ｎ＝１
ｎｐα－ｒα－１ ≤Ｃ∑

!

ｉ＝１
Ｅ　Ｘ１ ｒＩ（（ｉ－１）α ＜

Ｘ１ ≤ｉα）ｉ　ｐα－ｒα ≤ＣＥ　Ｘ１ ｐ ＜ !．
　　当ｐ＜２时，取ｒ＝２．因为ｒ＞ｐ，上式仍然成立，
此时Ｊ１＝Ｊ２ ＜ !．
　　综上所述，定理１证明完毕．
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