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摘要：基于椭圆算子理论，通过正则化技术获得一类具双重退化的四阶粘性扩散方程的初边值问题广义解的唯

一性．
关键词：扩散方程　唯一性　粘性　退化

中图法分类号：Ｏ１７５．２５　　文献标识码：Ａ　　文章编号：１００５－９１６４（２０１１）０４－０３３５－０４

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ａ　ｆｏｕｒｔｈ　ｏｒｄｅｒ　ｖｉｓｃｏｕｓ　ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｄｏｕｂｌｅ　ｄｅ－
ｇｅｎｅｒａｃｙ　ｗａｓ　ｓｔｕｄｉｅｄ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ　ｏｆ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｗａｓ　ｐｒｏｖｅｎ　ｂｙ　ｍｅａｎｓ　ｏｆ　ａ　ｒｅｇｕｌａｒｉｚｉｎｇ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ　ｅｑｕａｔｉｏｎ，ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ，ｖｉｓｃｏｕｓ，ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ

　　研究下面一类具有双重退化性的四阶粘性扩散
方程的初边值问题：

　　Ｂ
（ｕ）
ｔ －λΔＢ

（ｕ）
ｔ ＝ΔＡ（Δｕ）＋ｄｉｖ珒σ（ｕ），（ｘ，

ｔ）∈ＱＴ， （０．１）

　　ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕｘ（ｘ，ｔ）＝０，（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ），
（０．２）

　　Ｂ（ｕ（ｘ，０））＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω． （０．３）

其中Ω是ＲＮ 中一个具有光滑边界Ω的有界区域，

ＱＴ＝Ω×（０，Ｔ），λ≥０是粘性系数，Ａ（ｓ）和Ｂ（ｓ）是

Ｒ上的连续可微函数，分别表示扩散系数与物质的扩
散函数，并且Ａ′（ｓ）≥０，Ｂ′（ｓ）≥０，Ｂ（ｓ）＝
Φ１（Ａ（Δｓ）），珒σ（ｓ）＝珝Φ２（Ｂ（ｓ）），Φ１（ｓ）和珝Φ２（ｓ）分别是
局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｅ连续函数和局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｅ连续向量值
函数．
　　 方程（０．１）是一种重要的退化扩散方程，可以描
述自然界广泛存在的一些现象，例如渗流问题和非线
性流体运动等．当λ＝０，Ｂ（ｓ）＝ｓ和Ａ（Δｕ）＝ψ（ｕ）时，

得到标准的非线性扩散方程

　　ｕｔ＝Δψ
（ｕ）＋ｄｉｖ珒σ（ｕ）， （０．４）

其中在满足ψ′（ｓ）＝０的点，方程（０．４）是退化的．类
似的，如果λ＝０，Ａ（Δｕ）＝ψ（ｕ），方程（０．１）变成

　　Ｃ
（ｕ）
ｔ ＝Δψ（ｕ）＋ｄｉｖ珒σ（ｕ）， （０．５）

并且在满足ψ′（ｓ）＝０或Ｃ′（ｓ）＝０的点，方程（０．５）
也是退化的．方程（０．４）和（０．５）已经得到了广泛的
研究．特别是解的唯一性的讨论已有许多的研究成
果［１～６］．后来，Ｗａｎｇ［７］讨论了下列方程解的唯一性

　　ｕｔ－λ
Δｕ
ｔ ＝Δψ（ｕ）＋ｄｉｖ珒σ（ｕ）． （０．６）

Ｑｕｉｎｔａｎｉｌｌａ［８］还讨论了更一般的相关方程

　　ａｕｔｔ＋ｂｕｔ＝ｃΔｕ＋Δｕｔ＋ｆ（ｘ，ｔ） （０．７）

解的唯一性．在这里，如果ａ＝０，ｂ＝１λ
，ｆ（ｘ，ｔ）＝０，

方程就变成了方程（０．６）在珒σ（ｕ）＝→０的线性形式．

　　 本文受Ｂｒéｚｉｓ等［９］人思想的启发，基于椭圆算

子理论，采用正则化技术，讨论了初边值问题（０．１）

～ （０．３）广义解的唯一性．
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１　 基本定义

　　 定义１　 函数ｕ（ｘ，ｔ）称为初边值问题（０．１）～
（０．３）的 广 义 解， 如 果 ｕ ∈ Ｌ∞（ＱＴ），Ｂ（ｕ）∈
ＢＶ（ＱＴ），并且对任意的检验函数φ∈Ｃ∞

０ （ＱＴ），下列
积分等式成立

　　ＱＴ
Ｂ（ｕ）（Ｉ－λΔ）φｔ

ｄｘｄｔ＋

ＱＴ
Ａ（Δｕ）Δφｄｘｄｔ－ＱＴ

珒σ（ｕ）·φｄｘｄｔ＝０．

２　 主要结果

　　 定理１　 如果ｕ１，ｕ２ ∈Ｌ∞（ＱＴ）是初边值问题

（０．１）～（０．３）的两个广义解，并且
２　ｕ
ｘｉ２ ∈

Ｌ∞（ＱＴ），

ｉ＝１，２，…，Ｎ，Ｆ（ｕ）＝Δｕ是Ｒ上的单调不减函数，那
么在ＱＴ几乎处处成立Ｂ（ｕ１）＝Ｂ（ｕ２）．
　　 证明 　 假设ｕ１，ｕ２ ∈Ｌ∞（ＱＴ）是初边值问题

（０．１）～（０．３）的两个广义解．记Ｂ＝Ｂ（ｕ１）－Ｂ（ｕ２），

ｖ＝Ａ（Δｕ１）－Ａ（Δｕ２），珬Ｈ＝珒σ（ｕ１）－珒σ（ｕ２）．根据广义
解的定义，可以得到

　　ＱＴ
Ｂ（Ｉ－λΔ）φｔ

ｄｘｄｔ＋ＱＴ
ｖΔφｄｘｄｔ－

ＱＴ

珬Ｈ·φｄｘｄｔ＝０． （２．１）

希望通过选择特殊的检验函数φ，由等式（２．１）证明
在ＱＴ 内几乎处处成立Ｂ＝０．
　　 对于充分小的μ＞０，定义算子Ｔμ
　　Ｔμ：Ｌ２（Ω）→ Ｈ２（Ω）∩Ｈ１

０（Ω），ｇ →｜ ｙ，
这里ｙ＝Ｔμｇ由下列Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题来确定

　　－Δｙ＋μｙ＝ｇ，ｘ∈Ω， （２．２）

　　ｙ＝０，ｘ∈Ω．
　　根据椭圆方程的Ｌｐ理论［１０］，ｙ＝Ｔμｇ是由函数ｇ
唯一确定的．同时，对于任意的ｆ，ｇ∈Ｌ２（Ω），显然有

　　∫Ω
ｇ（Ｔμｆ）ｄｘ＝∫Ω

ｆ（Ｔμｇ）ｄｘ．

又由椭圆方程的 Ｌ２ 理论知道 Ｔμｇ ∈ Ｈ２（Ω）∩
Ｈ１
０（Ω），而且

　　‖Ｔμｇ‖Ｈ２（Ω）≤Ｃ０‖ｇ‖Ｌ２（Ω）， （２．３）
这里，Ｃ０ 是一个仅与Ω，Ｎ 有关，而与μ，ｇ 无关的
常数．
　　 再用Ｔμφ代替（２．１）式中的检验函数φ，并注意

　　ＱＴ
Ｂ（Ｉ－λΔ）φｔ

ｄｘｄｔ＝ＱＴ

（Ｉ－λΔ）Ｂφｔ
ｄｘｄｔ，

我们可以得到

　　ＱＴ

（Ｉ－λΔ）ＢＴμφｔ
ｄｘｄｔ＋ＱＴ

ｖΔＴμφｄｘｄｔ－

ＱＴ

珬Ｈ·φｄｘｄｔ＝ＱＴ

（Ｉ－λΔ）ＴμＢ
φ
ｔ
ｄｘｄｔ＋

ＱＴ
ｖ（μＴμφ－φ）ｄｘｄｔ＋ＱＴ

（ｄｉｖ珬Ｈ）Ｔμφｄｘｄｔ＝

ＱＴ
－（Ｉ－λΔ）ＴμＢｔ φ

ｄｘｄｔ＋ＱＴ

（μＴμｖ－

ｖ）φｄｘｄｔ＋ＱＴ
Ｔμ（ｄｉｖ珬Ｈ）φｄｘｄｔ＝０．

由函数φ的任意性，在分布的意义下可以得到

　　（Ｉ－λΔ）ＴμＢｔ ＝μＴμｖ－ｖ＋Ｔμ（ｄｉｖ珬Ｈ）．

（２．４）
定义函数

　　ｇμ（ｔ）＝∫Ω
（Ｉ－λΔ）ＴμＢ（ｘ，ｔ）·Ｂ（ｘ，ｔ）ｄｘ．

由于

　　ｇμ（ｔ）＝∫Ω
（Ｉ－λΔ）（ＴμＢ）Ｂｄｘ＝∫Ω

（Ｉ－λΔ）·

（ＴμＢ）（－ΔＴμＢ＋μＴμＢ）ｄｘ＝μ‖ＴμＢ‖
２＋（１＋

λμ）‖ＴμＢ‖
２＋λ‖ΔＴμＢ‖２．

因此，如果我们证明了

　　ｌｉｍ
μ→０
ｇμ（ｔ）＝０，ａ．ｅ．ｔ∈ （０，Ｔ）． （２．５）

那么，对任意的ｔ∈ （０，Ｔ），在Ｌ２（Ω）中有

　　ｌｉｍ
μ→０
μＴμＢ（·，ｔ）＝０，ｌｉｍ

μ→０
ΔＴμＢ（·，ｔ）＝０．

即在Ｌ２（Ω）中有

　　Ｂ（·，ｔ）＝ｌｉｍ
μ→０
（－ΔＴμＢ（·，ｔ）＋μＴμＢ（·，ｔ））＝０．

由此就完成了解的唯一性定理的证明．
　　 假设Ｊε是关于ｔ的标准磨光算子，根据（２．４）式
以及算子Ｔμ 的对称性，我们有

　　 ｄｄｔ∫Ω
（Ｉ－λΔ）Ｔμ（ＪεＢ）ＪεＢｄｘ＝２∫Ω

（Ｉ－

λΔ）Ｔμ
（ＪεＢ）
ｔ

ＪεＢｄｘ＝２∫Ω
Ｊε（（Ｉ－λΔ）

ＴμＢ
ｔ

）·

ＪεＢｄｘ＝２∫Ω
Ｊε（μＴμｖ－ｖ＋Ｔμ（ｄｉｖ珬Ｈ））ＪεＢｄｘ．

再从０到ｔ积分，有

　　∫Ω
（Ｉ－λΔ）Ｔμ（ＪεＢ（ｘ，ｔ））ＪεＢ（ｘ，ｔ）ｄｘ＝∫Ω

（Ｉ－

λΔ）Ｔμ（ＪεＢ（ｘ，０））ＪεＢ（ｘ，０）ｄｘ＋２Ｑｔ
Ｊε（μＴμｖ－ｖ＋

Ｔμ（ｄｉｖ珬Ｈ））ＪεＢｄｘｄｓ．
令ε→０，并注意

　　Ｂ（ｘ，０）＝Ｂ（ｕ１（ｘ，０））－Ｂ（ｕ２（ｘ，０））＝ｕ０（ｘ）－
ｘ０（ｘ）＝０，
可以得到

　　ｇμ（ｔ）＝２Ｑｔ

（μＴμｖ－ｖ＋Ｔμ（ｄｉｖ珬Ｈ））Ｂｄｘｄｓ．

（２．６）

６３３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１８Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１１



　　 由Ｂ（ｕ１），Ｂ（ｕ２）∈ＢＶ（ＱＴ）知道Ｂ是有界的，

Ａ（ｓ），Ｂ（ｓ）是满足Ａ′（ｓ）≥０，Ｂ′（ｓ）≥０的连续可微
函数，以及Φ１（ｓ），珝Φ２（ｓ）满足局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｅ连续性，
因此，存在两个正的常数Ｍ０和 Ｍ１，使得下列估计式
成立

　　｜珬Ｈ｜≤ Ｍ０｜Ｂ｜，｜Ｂ｜≤Ｍ１｜ｖ｜．

　　 再根据Ａ′（ｓ）≥０，Ｂ′（ｓ）≥０的假设知道Ｂ和ｖ
有相同的符号，而Ｆ（ｕ）＝Δｕ 又是单调不减函数，
因此

　　Ｂ　ｖ＝｜Ｂ｜｜ｖ｜≥ １
Ｍ１｜

Ｂ｜２．

记

　　ｇμ（ｔ）＝∫Ω
（ＴμＢ·Ｂ－λΔＴμＢ·Ｂ）ｄｘ＝Ｉ１＋Ｉ２，

并注意到

　　Ｉ２＝－∫Ω
λΔＴμＢ·Ｂｄｘ＝λ‖ΔＴμＢ‖２＋

λμ‖ＴμＢ‖
２ ≥０，

通过Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式和Ｙｏｕｎｇ不等式，可以得到

　　｜∫Ω
Ｔμ（ｄｉｖ珬Ｈ）Ｂｄｘ｜＝｜∫Ω

ｄｉｖ珬Ｈ　ＴμＢｄｘ｜＝

｜∫Ω
珬ＨＴμＢｄｘ｜≤ （∫Ω

｜珬Ｈ｜２ｄｘ）２·

（∫Ω
｜ＴμＢ｜２ｄｘ）２ ≤Ｍ０（∫Ω

｜Ｂ｜２ｄｘ）２·

（∫Ω
｜ＴμＢ｜２ｄｘ）２ ≤

１
Ｍ１∫Ω

｜Ｂ｜２ｄｘ＋

Ｍ１Ｍ２０
４∫Ω

｜ＴμＢ｜２ｄｘ＝
１
Ｍ１∫Ω

｜Ｂ｜２ｄｘ－

Ｍ１Ｍ２０
４∫Ω

ＴμＢΔＴμＢｄｘ＝
１
Ｍ１∫Ω

｜Ｂ｜２ｄｘ－

Ｍ１Ｍ２０
４∫Ω

ＴμＢ（μＴμＢ－Ｂ）ｄｘ＝
１
Ｍ１∫Ω

｜Ｂ｜２ｄｘ－

Ｍ１Ｍ２０
４∫Ω

μ｜ＴμＢ｜
２ｄｘ＋Ｍ１Ｍ

２
０

４∫Ω
ＴμＢＢｄｘ≤

１
Ｍ１∫Ω

｜Ｂ｜２ｄｘ＋Ｍ１Ｍ
２
０

４ ｇμ（ｔ），

结合（２．６）式和上面的估计结果，有

　　ｇμ（ｔ）＝２Ｑｔ

（μＴμｖ－ｖ＋Ｔμ（ｄｉｖ珬Ｈ））Ｂｄｘｄｓ≤

２μＱｔ

（Ｔμｖ）Ｂｄｘｄｓ＋
Ｍ１Ｍ２０
２∫

ｔ

０
ｇμ（ｓ）ｄｓ≤

μＱｔ

（｜Ｔμｖ｜２＋｜Ｂ｜２）ｄｘｄｓ＋
Ｍ１Ｍ２０
２∫

ｔ

０
ｇμ（ｓ）ｄｓ．

（２．７）

　　 由问题（２．２）的解ｙ＝Ｔμｇ易知

　　∫Ω
｜Ｔμｇ｜２ｄｘ＋μ∫Ω

｜Ｔμｇ｜２ｄｘ≤∫Ω
｜ｇ｜２ｄｘ，

再由Ｓｏｂｏｌｅｖ不等式，得

　　∫Ω
｜Ｔμｇ｜２ｄｘ≤Ｃ０∫Ω

｜ｇ｜２ｄｘ．

　　 根据
２　ｕ
ｘｉ２ ∈

Ｌ∞（ＱＴ），ｉ＝１，２，…，Ｎ，我们知道

Δｚ＝Δ（ｕ１－ｕ２）＝Δｕ１－Δｕ２是有界的．由函数Ａ（ｓ）
的局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｅ连续性，知道存在一个正的常数Ｍ
满足

　　｜ｖ｜＝｜Ａ（Δｕ１）－Ａ（Δｕ２）｜≤Ｍ｜Δｕ１－
Δｕ２｜＝Ｍ｜Δｚ｜．
因此，由（２．７）式得到

　　ｇμ（ｔ）≤μＱｔ

（Ｃ｜ｖ｜２＋｜Ｂ｜２）ｄｘｄｓ＋

Ｍ１Ｍ２０
２∫

ｔ

０
ｇμ（ｓ）ｄｓ≤μＱｔ

（ＣＭ２｜Δｚ｜２＋

｜Ｂ｜２）ｄｘｄｓ＋Ｍ１Ｍ
２
０

２∫
ｔ

０
ｇμ（ｓ）ｄｓ≤Ｃ１μ＋

Ｍ１Ｍ２０
２∫

ｔ

０
ｇμ（ｓ）ｄｓ．

根据Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得到

　　ｇμ（ｔ）≤Ｃ２μ，
其中Ｃ２是一个仅与Ｍ０，Ｍ１，Ｍ，Ｃ０，Ｃ１，Ｔ及Ω的测度
有关，而与μ，ｔ无关的常数．因此

　　ｌｉｍ
μ→０
ｇμ（ｔ）＝０，ａ．ｅ．ｔ∈ （０，Ｔ），

从而得到

　　Ｂ＝Ｂ（ｕ１）－Ｂ（ｕ２）＝０，ａ．ｅ．（ｘ，ｔ）∈ＱＴ，
也就是

　　Ｂ（ｕ１（ｘ，ｔ））＝Ｂ（ｕ２（ｘ，ｔ）），ａ．ｅ．（ｘ，ｔ）∈ＱＴ．
这就完成了定理１的证明．
　　 定理 ２　 如果函数 Φ１（ｓ），珝Φ２（ｓ）满足全局

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｅ连续性条件，而且集合Ｅ＝｛ｓ；Ａ′（ｓ）＝０｝不
含有任何内点，那么初边值问题（０．１）～ （０．３）至多
存在一个广义解．
　　 证明 　 假设ｕ１，ｕ２ ∈Ｌ∞（ＱＴ）是初边值问题
（０．１）～（０．３）的两个广义解，那么由定理１及（２．１）
式得到

　　ＱＴ
ｖΔφｄｘｄｔ＝ＱＴ

珬Ｈ·φｄｘｄｔ≤

（ＱＴ
｜珬Ｈ｜２ｄｘｄｔ）１／２（ＱＴ

｜φ｜
２ｄｘｄｔ）１／２ ≤

Ｍ０（ＱＴ
｜Ｂ｜２ｄｘｄｔ）１／２（ＱＴ

｜φ｜
２ｄｘｄｔ）１／２＝０，

函数φ的任意性，说明了在ＱＴ几乎处处有

　　ｖ＝Ａ（Δｕ１）－Ａ（Δｕ２）＝０．
　　由于集合Ｅ＝｛ｓ；Ａ′（ｓ）＝０｝不含有任何内点，所
以Ａ（ｓ）是一个严格单调增加的函数，因此在ＱＴ内几
乎处处成立

　　Δｕ１－Δｕ２＝Δ（ｕ１－ｕ２）＝０，
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也就是几乎处处有

　　ｕ１－ｕ２＝０．
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