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摘要：考虑具非线性源的粘性ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ发展方程的初边值问题，基于比较原理，证明了该方程弱解支集的单

调性．
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　　具有初边值条件的具非线性源的粘性ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ
发展方程为

　　ｕｔ－
ｋΔｕ
ｔ ＝

ｄｉｖ（｜ｕ｜ｐ－２ｕ）＋｜ｕ｜ｐ－２　ｕ，ｘ∈

Ω，ｐ＞２ （１）

　　ｕ｜Ω＝０， （２）

　　ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω， （３）

其中ΩＲＮ 为有界区域，ｕ０（ｘ）为初值函数，ｋ＞０

为粘性系数．ｋΔｕ
ｔ
表示由于粘性的松驰所产生的效

应或粘滞度．当ｋ＝０时为已知的具非线性源ｐ－Ｌａ－
ｐｌａｃｅ发展方程．
　　１９６５年Ｂ．Ｄ．Ｃｏｌｅｍａｎ等［１］在研究不稳定简单
剪切变流的特殊运动状态时，提出伪抛物方程

　　ｕｔ－
ｋΔｕ
ｔ ＝Δｕ． （４）

此方程还在物理、化学、经济问题和人口问题等许多
实际问题中有应用，如包含两种物质的粘性混合物中
的相分离模型［２］，人口动力学理论［３］，剪切多孔介质

的液体扩散模型［１，４］，热传导模型［５］，粘土的加固理
论［６］等．事实上，在考虑到诸如分子和离子效应的多
方因素影响时，用非线性关系ｄｉｖ（｜ｕ｜ｐ－２ｕ）＋
｜ｕ｜ｐ－２　ｕ代替方程（４）右端的项Δｕ，就可以得到方程
（１）．
　　把伪抛物方程（４）进行推广，可以得到Ｂｅｎｊａｍｉｎ－
Ｂｏｎａ－Ｍａｈｏｎｙ（ＢＢＭ）方程，在高维情形下变为广义

ＢＢＭ（ＧＢＢＭ）方程．Ｇｕｏ　Ｂｏｌｉｎｇ［７］提出并研究了如下

ＧＢＢＭ方程的初边值问题

　　ｕｔ－Δｕｔ＋·φ（ｕ）＝ｆ（ｕ）． （５）

　　 方程（１）具有方程（５）的形式，但研究方法有所
不同．郭金勇用时间离散化方法证明了方程（１）弱解
的存在性［８］，并进一步证明了弱解的唯一性［９］．
　　 本文继续研究方程（１）弱解的其它性质，基于比
较原理，证明弱解支集的单调性．为简便起见，假设ｋ
＝１．并考虑问题（１）～ （３）的一维情形，即考虑问题

　　ｕｔ－
ｋＤ

２　ｕ
ｔ ＝ｘ

（｜ｕｘ｜
ｐ－２ｕ
ｘ
）－｜ｕ｜ｐ－２　ｕ，ｘ∈

Ｉ＝（０，１）， （６）

　　ｕ（±１，ｔ）＝０，ｕ０（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）， （７）
其中ｐ＞２为给定的实数，ｕ０∈Ｉ为非零非负的连续
函数，且ｕ０（±１）＝０．
　　 引理１（比较原理）　设ｕ是问题（６）～（７）的弱
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解，若在广义函数的意义下，ｖ满足

　　ｖｔ－
ｋＤ

２ｖ
ｔ ＝ｘ

（｜ｖｘ｜
ｐ－２ｖ
ｘ
）－｜ｖ｜ｐ－２ｖ，

且

　　ｖ（ｘ，０）≤ｕ（ｘ，０），Ｄｖ（ｘ，０）≤Ｄｕ（ｘ，０），

ｖ（±１，ｔ）≤ｕ（±１，ｔ）．
则对所有（ｘ，ｔ）∈ＱＴ＝Ｉ×（０，Ｔ），有ｖ（ｘ，ｔ）≤
ｕ（ｘ，ｔ）．
　　 证明 　 由弱解的定义，在文献［９］中，对φ∈
Ｗ０

１，ｐ（Ω），有

　　∫Ω
（ｕｈ（ｘ，τ））τφ（ｘ）ｄｘ＋

∫Ω
（（ｕ）ｈ（ｘ，τ））τφ （ｘ）ｄｘ＋∫Ω

（｜ｕ｜ｐ－２ｕ）ｈ（ｘ，

τ）φｄｘ＋∫Ω
（｜ｕ｜ｐ－２　ｕ）ｈ（ｘ，τ）φ（ｘ）ｄｘ＝０，

其中ｕｈ 为ｕ的Ｓｔｅｋｌｏｖ均值，即

　　ｕｈ（ｘ，ｔ）＝
１
ｈ∫

ｔ＋ｈ

ｔ
ｕ（·，τ）ｄτ，ｔ∈ （０，Ｔ－ｈ），

０，ｔ＞Ｔ－ｈ
烅
烄

烆 ．
因此

　　∫
１

－１
（ｖ（ｘ，τ）－ｕ（ｘ，τ））ｈτφ（ｘ）ｄｘ＋∫

１

－１
（（Ｄｖ －

Ｄｕ）ｈ（ｘ，τ））τＤφ （ｘ）ｄｘ＋∫
１

－１
（｜Ｄｖ｜ｐ－２　Ｄｖ－

｜Ｄｕ｜ｐ－２　Ｄｕ）ｈ（ｘ，τ）Ｄφ（ｘ）ｄｘ＋∫
１

－１
（｜ｖ｜ｐ－２ｖ－

｜ｕ｜ｐ－２　ｕ）ｈ（ｘ，τ）φ（ｘ）ｄｘ＝０．
对固定的τ，取φ（ｘ）＝［（ｖ－ｕ）ｈ］＋．由Ｓｔｅｋｌｏｖ均值性
质，注意到ｖ（±１，ｔ）≤ｕ（±１，ｔ），得知φ（ｘ）＝［（ｖ－
ｕ）ｈ］＋∈Ｗ０

１，ｐ（Ω）．把φ（ｘ）代入上式，得

　　∫
１

－１
（ｖ（ｘ，τ）－ｕ（ｘ，τ））ｈτ［（ｖ－ｕ）ｈ］＋ｄｘ＋

∫
１

－１
Ｄ（ｖ（ｘ，τ）－ｕ（ｘ，τ））ｈτＤ［（ｖ－ｕ）ｈ］＋ｄｘ＝

－∫
１

－１
［（｜Ｄｖ｜ｐ－２　Ｄｖ－｜Ｄｕ｜ｐ－２　Ｄｕ）ｈ］（ｘ，τ）Ｄ［（ｖ－

ｕ）ｈ］＋ｄｘ－∫
１

－１
（｜ｖ｜ｐ－２ｖ－｜ｕ｜ｐ－２　ｕ）ｈ［（ｖ－ｕ）ｈ］＋ｄｘ．

再关于τ在（０，ｔ）上积分，得

　　∫
１

－１
［（ｖ－ｕ）ｈ］２＋ （ｘ，ｔ）ｄｘ＋∫

１

－１
｜Ｄ［（ｖ－

ｕ）ｈ］＋｜２（ｘ，ｔ）ｄｘ－∫
１

－１
［（ｖ－ｕ）ｈ］２＋ （ｘ，０）ｄｘ－

∫
１

－１
｜Ｄ［（ｖ－ｕ）ｈ］＋｜２（ｘ，０）ｄｘ＝

－∫
１

－１
［（｜Ｄｖ｜ｐ－２　Ｄｖ－｜Ｄｕ｜ｐ－２　Ｄｕ）ｈ］＋ （ｘ，

τ）Ｄ［（ｖ－ｕ）ｈ］＋ｄｘ－∫
１

－１
（｜ｖ｜ｐ－２ｖ－｜ｕ｜ｐ－２　ｕ）ｈ（ｘ，

τ）［（ｖ－ｕ）ｈ］＋ｄｘ． （８）
显然

　　ｌｉｍ
ｈ→０∫

１

－１
［（ｖ－ｕ）ｈ］＋ （ｘ，０）ｄｘ＝０，

且

　　ｌｉｍ
ｈ→０∫

１

－１
［Ｄ（ｖ－ｕ）ｈ］＋ （ｘ，０）ｄｘ＝０．

在（８）式中令ｈ→０，得

　　∫
１

－１
｜（ｖ－ｕ）＋｜２（ｘ，ｔ）ｄｘ＋∫

１

－１
｜Ｄ（ｖ－ｕ）＋｜２（ｘ，

ｔ）ｄｘ≤０．

即∫
１

－１
｜（ｖ－ｕ）＋｜２ｄｘ＝０．因此，ｖ≤ｕ．

　　 引理２　 设ｕ是问题（６）～ （７）的非负弱解，若

ｐ＞２，则在广义函数的意义下，有

　　ｕｔ≥－
ｕ

（ｐ－２）ｔ
．

　　 证明 　 对所有的（ｘ，ｔ）∈ＱＴ，ｒ∈ （１２
，１），记

ｕｒ（ｘ，ｔ）＝ｒｕ（ｘ，ｒｐ－２ｔ）．显然，ｕｒ是方程（６）的弱解，且
满足下面初边值条件

　　ｕｒ（ｘ，０）＝ｒｕ０（ｘ），Ｄｕｒ（ｘ，０）＝ｒＤｕ０（ｘ）， （９）

　　ｕｒ（±１，ｔ）＝０． （１０）

注意到ｒ∈ （１２
，１），应用（７）式，（９）式和（１０）式，得

　　ｕｒ（ｘ，０）≤ｕ０（ｘ），Ｄｕｒ（ｘ，０）≤Ｄｕ０（ｘ）， （１１）

　　ｕｒ（±１，ｔ）＝ｕ（±１，ｔ）． （１２）
根据比较原理，有

　　ｕｒ（ｘ，ｔ）≤ｕ（ｘ，ｔ）． （１３）
对ｐ＞２，由（１３）式得

　　
［ｕ（ｘ，λｔ）］ｐ－２－［ｕ（ｘ，ｔ）］ｐ－２

λｔ－ｔ ≥

（１／λ－１）［ｕ（ｘ，ｔ）］ｐ－２

λｔ－ｔ
，

其中λ＝ｒｐ－２，令λ→１－，在广义函数的意义下得

　　 ｔ
［ｕ（ｘ，ｔ）］ｐ－２ ≥－１ｔ

［ｕ（ｘ，ｔ）］ｐ－２．

从而推出引理２的结论．
　　 定理１　 设ｕ是问题（６）～ （７）的非负连续弱
解，ｐ＞２，则对所有ｓ，ｔ且０＜ｓ＜ｔ，有

　　ｓｕｐｐｕ（·，ｓ）ｓｕｐｐｕ（·，ｔ）．
　　 证明 　 根据引理２的结论，在广义函数的意义
下有

　　 ｔ
（ｔ１／（ｐ－２）ｕ）≥０．

再由ｕ的连续性可知，对所有的ｘ∈Ｉ，ｔ１／（ｐ－２）ｕ是ｔ的
递增函数．因此，对０＜ｓ＜ｔ，有

　　ｓｕｐｐｕ（·，ｓ）ｓｕｐｐｕ（·，ｔ）．
（下转第３３８页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｏｎ　ｐａｇｅ　３３８）　　
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也就是几乎处处有

　　ｕ１－ｕ２＝０．
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