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摘要：在Ｐ是群Ｇ 的Ｓｙｌｏｗｐ －子 群，其 中ｐ是｜Ｇ｜的 一 个 素 因 子 的 条 件 下，证 明Ｇ 为ｐ －幂 零 群 当 且 仅 当

ＮＧ（Ｐ）为ｐ －幂零群且下列条件之一成立：Ｐ的每个极大子群都在Ｇ 中次正规嵌入；Ｐ的每个２－极大子群都在

Ｇ中次正规嵌入．
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　　子群的正规性是群的重要特性，利用它来研究群

结构是一种重要而常用的方法．但是，群的正规性条

件太强，有时很难得到满足．因此，许多群论工作者都

在寻找比正规性条件更弱更容易满足的条件来研究

群的结构．次正规性是比正规性更弱更容易判别的一

种特性，它是正规性的一种自然推广．之前，次正规性

没有引起重视，文献［１］发表以后，人们对次正规子群

的研究开始活跃起来，有兴趣的读者可参考文献［２～
４］．潘红飞［５］已通过研究局部次正规性得到了可解群

子群的全局次正规性的一个判别方法．Ｓ －拟正规（亦

称π－拟正规或Ｓ －置换）嵌入性也是正规性的一种推

广，文献［６］利用这一概念，得到了有限群超可解的几

个充分条件．后来，文献［７，８］也利用子群的Ｓ －拟正

规嵌入性来研究有限群的ｐ －幂零性．
　　本文首先引入次正规嵌入子群的概念，同时，给

出例子说明它是次正规和Ｓ －拟正规嵌入概念的真正

推广．其次，研究Ｓｙｌｏｗ子群的极大子群和二次极大

子群的次正规嵌入性对有限群的ｐ －幂零性 的 影 响，
得到了有限群成为ｐ －幂零群的几个充分且必要的条

件，推广了一些已知的结果．
　　本文之 群 皆 指 有 限 群，所 用 术 语 和 符 号 都 是 标

准的．

１　定义及引理

　　设Ｈ 是群Ｇ 的子群．Ｈ 称 为 次 正 规 的，并 记 作

ＨＧ，如果Ｈ 在Ｇ 的某个次正规群列中出现［９］．
Ｈ 称为Ｓ－ 拟正规的，如果Ｈ 与Ｇ的任意Ｓｙｌｏｗ子群

可交换相乘［１０］．而Ｈ 称为Ｓ－ 拟正规嵌入子群，若Ｈ
的Ｓｙｌｏｗ子群也是Ｇ的某个Ｓ－ 拟正规子群的Ｓｙｌｏｗ
子群［６］．
　　 定义１．１　 设Ｈ 是群Ｇ的子群．Ｈ 称为Ｇ的次

正规嵌入子群，若Ｈ的Ｓｙｌｏｗ子群也是Ｇ的某个次正

规子群的Ｓｙｌｏｗ子群．
　　注１．１　显然，次正规子群一定是次正规嵌入子

群；因Ｓ－ 拟正规一定是次正规的［１０］，故Ｓ－ 拟正规嵌
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入子群一定是次正规嵌入子群．但反之都未必．例如，
非交换单群的每个Ｓｙｌｏｗ子群都是次正规嵌入子群，
但这些子群都 不 是 次 正 规 的；又 如，Ａ４ 的Ｓｙｌｏｗ　２－
子群的极大子群都是次正规嵌入子群，但它们都不是

Ｓ－ 拟正规嵌入子群．
　　 引理１．１　 设Ｇ是群，则

　　（１）若ＨＧ，Ｍ ≤Ｇ，则Ｈ ∩ＭＭ；

　　（２）若ＮＧ，且ＨＧ，则ＨＮ／ＮＧ／Ｎ；

　　（３）若ＨＧ，Ｇｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｇ），其中ｐ是｜Ｇ｜的

一个素因子．则Ｈ ∩Ｇｐ ∈Ｓｙｌｐ（Ｈ）；

　　（４）若 Ｈ Ｇ 且 Ｈ 为Ｇ 的 Ｈａｌｌ子 群，则

Ｈ Ｇ．
　　 引理１．２　 设Ｎ是群Ｇ的正规子群，Ｈ 是Ｇ的

次正规嵌入子群，则

　　（１）若Ｈ ≤Ｍ ≤Ｇ，则Ｈ 在Ｍ 中次正规嵌入；

　　（２）ＨＮ／Ｎ 在Ｇ／Ｎ 中次正规嵌入．
　　证明　（１）因为Ｈ为Ｇ的次正规嵌入子群，所以

对 于Ｈ的任意Ｓｙｌｏｗ子群Ｓ，存在Ｇ中次正规子群Ｌ
使得Ｓ也是Ｌ 的Ｓｙｌｏｗ子群．显然，Ｓ仍然是Ｌ∩Ｍ
的Ｓｙｌｏｗ子群．由引理１．１（１）知，Ｌ∩ＭＭ，故Ｈ
是Ｍ 的次正规嵌入子群．
　　（２）设ＳＮ／Ｎ是ＨＮ／Ｎ的任意Ｓｙｌｏｗ子群，其中

Ｓ是Ｈ 的某个Ｓｙｌｏｗ子群．因为Ｈ为Ｇ的次正规嵌入

子群，所 以 存 在Ｇ 的 次 正 规 子 群Ｌ 使 得Ｓ 是Ｌ 的

Ｓｙｌｏｗ子群．显然，ＳＮ／Ｎ是ＬＮ／Ｎ的Ｓｙｌｏｗ子群．由
引理１．１（２）知，ＬＮ／ＮＧ／Ｎ，故ＨＮ／Ｎ在Ｇ／Ｎ
中次正规嵌入．
　　 群Ｇ的子群Ｈ 称在Ｇ 中ｃ＊ －正规，如果存在Ｇ
的正规子群Ｋ 使得Ｇ＝ＨＫ 且Ｈ ∩Ｋ是Ｇ的Ｓ－ 拟

正规嵌入子群［１１］．
　　 引理１．３［１１，１２］　 设Ｇ是群，ＨＧ使得Ｇ／Ｈ 为

ｐ－幂零，Ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｈ）．若Ｐ的极大子群皆在Ｇ中ｃ＊ －
正规且下述条件之一成立，则Ｇ为ｐ－幂零：

　　（１）（｜Ｇ｜，ｐ－１）＝１；

　　（２）ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零．
　　 群Ｇ的子群Ｈ 的称为Ｇ 的２－极大或二次极大

子群，如果Ｈ 是Ｇ 的某个极大子群的极大子群．
　　 引理１．４［１１，１２］　 设Ｇ是群，ＨＧ使得Ｇ／Ｈ 是

ｐ－幂零，Ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｈ）．若Ｐ的２－极大子群均在Ｇ中

ｃ＊ －正规且下述条件之一满足，则Ｇ为ｐ－幂零：

　　（１）ｐ是｜Ｇ｜的最小素因子且Ｇ与Ａ４ 无关；

　　（２）（｜Ｇ｜，ｐ２－１）＝１；

　　（３）ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零．

　　 引理１．５［４］　 设Ｇ是群，ｐ是｜Ｇ｜的素因子且

（｜Ｇ｜，ｐ－１）＝１．则

　　（１）若Ｎ是Ｇ的ｐ阶正规子群，则Ｎ含于Ｚ（Ｇ）；

　　（２）若Ｇ有循环的Ｓｙｌｏｗｐ－子群 ，则Ｇ为ｐ－幂

零的；

　　（３）若Ｍ 是Ｇ 的指数为ｐ 的子群，则Ｍ 在Ｇ 中

正规．

２　 主要结果

　　 定理２．１　 设Ｐ是群Ｇ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，其中

ｐ是｜Ｇ｜的一个素因子．则Ｇ为ｐ－幂零群当且仅当

ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且Ｐ 的极大子群在Ｇ 中次正规

嵌入．
　　证明　设Ｇ为ｐ－幂零群，Ｐ１ 为Ｐ的任意极大子

群．则ＮＧ（Ｐ）作为Ｇ的子群当然为ｐ－幂零群，同时，

Ｇ有正规ｐ－补子群Ｋ．显然，Ｐ１ ∈Ｓｙｌｐ（Ｐ１Ｋ）．又因

为Ｐ１Ｋ／Ｋ 为ｐ －群ＰＫ／Ｋ＝Ｇ／Ｋ 的 极 大 子 群，故

Ｐ１Ｋ／ＫＧ／Ｋ，即Ｐ１ＫＧ．这表明，Ｐ１ 在Ｇ中正规

嵌入，当然，Ｐ１ 在Ｇ中次正规嵌入．
　　 反之，假设ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且Ｐ的极大子群

在Ｇ中次正规嵌入，我们往证Ｇ为ｐ－幂零群．设Ｇ为

极小阶反例．则

　　（１）Ｏｐ′（Ｇ）＝１．
　　 设 Ｈ ＝ Ｏｐ′（Ｇ） ≠ １． 显 然，ＰＨ／Ｈ ∈
Ｓｙｌｐ（Ｇ／Ｈ）． 因 ＮＧ（Ｐ） 为 ｐ － 幂 零 群， 故

ＮＧ／Ｈ（ＰＨ／Ｈ）＝ ＮＧ（Ｐ）Ｈ／Ｈ ≈ ＮＧ（Ｐ）／（Ｈ ∩
ＮＧ（Ｐ））为ｐ－幂零群．设Ｐ１Ｈ／Ｈ是ＰＨ／Ｈ的任意极

大子群，其中Ｐ１ 是Ｐ的一个极大子群．因Ｐ１ 在Ｇ中

次正规嵌入，由引理１．２（２），Ｐ１Ｈ／Ｈ 在Ｇ／Ｈ 中次正

规嵌入．故Ｇ／Ｈ满足定理的条件．由Ｇ为极小反例推

出Ｇ／Ｈ 为ｐ－幂零，从而Ｇ为ｐ－幂零，矛盾．
　　（２）若Ｐ≤Ｋ ＜Ｇ，则Ｋ 为ｐ－幂零群．
　　 因为ＮＫ（Ｐ）≤ＮＧ（Ｐ），所以ＮＫ（Ｐ）为ｐ－幂零

群．由引理１．２（１）知，Ｐ的极大子群在Ｋ 中次正规嵌

入，故Ｋ满足定理的条件．由Ｇ的选择得到Ｋ为ｐ－幂

零群．
　　（３）最后矛盾．
　　设Ｐ１ 是Ｐ的任意极大子群．若Ｐ１ 不在Ｇ中正规

嵌入，因Ｐ１ 在Ｇ中次正规嵌入，故有Ｇ的次正规子群

Ｌ使得Ｐ１ ∈Ｓｙｌｐ（Ｌ）．于是存在Ｇ的正规子群Ｌ１ 使

得Ｌ＜Ｌ１Ｇ但Ｌ１≠Ｇ．这样｜Ｌ１｜ｐ＞｜Ｐ１｜，从而

｜Ｌ１｜ｐ＝｜Ｐ｜，进而Ｐ≤Ｌ１＜Ｇ．由（２）知Ｌ１ 为ｐ－幂

零，即Ｌ１ 有正规ｐ－补子群Ｔ．因为Ｔｃｈａｒ　Ｌ１，而Ｌ１
Ｇ，故ＴＧ．由（１）必有Ｔ＝１，故Ｌ１＝Ｐ．这样，Ｇ
＝ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零，矛盾．于是可设Ｐ的任意极大子

群皆在Ｇ中正规嵌入，当然，Ｐ的任意极大子群皆在

Ｇ中ｃ＊ －正规．由引理１．３知，Ｇ为ｐ－幂零，矛盾．证明
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完毕．
　　 推论２．１　设Ｈ是群Ｇ的正规子群且使得Ｇ／Ｈ
为ｐ－幂零群，Ｐ是Ｈ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，其中ｐ是

｜Ｇ｜的 一 个 素 因 子．则Ｇ 为ｐ －幂 零 群 当 且 仅 当

ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且Ｐ的极大子群都在Ｇ中次正规

嵌入．
　　证明　设Ｇ为ｐ－幂零群，Ｐ１ 为Ｐ的任意极大子

群．则ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群，Ｈ有正规ｐ－补子群Ｋ 且

Ｐ１ ∈ Ｓｙｌｐ（Ｐ１Ｋ）．显 然，Ｐ１Ｋ／Ｋ 为ｐ －群ＰＫ／Ｋ ＝
Ｈ／Ｋ的极大子群，故Ｐ１Ｋ／ＫＨ／Ｋ，即Ｐ１ＫＨ．
但Ｈ Ｇ，故Ｐ１Ｋ  Ｇ．这样，Ｐ１ 在Ｇ中次正规

嵌入．
　　 反之，设ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且Ｐ的极大子群都

在Ｇ中次正规嵌入．由定理２．１，Ｈ为ｐ－幂零群，即Ｈ
有正 规 ｐ －补 Ｔ．若 Ｔ ≠ １，考 虑 Ｇ／Ｔ．显 然，

ＮＧ／Ｔ（ＰＴ／Ｔ）＝ＮＧ（Ｐ）Ｔ／Ｔ 为ｐ －幂 零 群．由 引 理

１．２（２）知，ＰＴ／Ｔ的极大子群在Ｇ／Ｔ中次正规嵌入．
由归纳法知，Ｇ／Ｔ为ｐ－幂零群，故Ｇ为ｐ－幂零群．若

Ｔ＝１，则Ｈ＝Ｐ，从而Ｇ＝ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群．证明

完毕．
　　 推论２．２［８］设Ｐ是群Ｇ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，其中

ｐ是｜Ｇ｜的一个素因子．如果ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且

Ｐ的极大子群都在Ｇ中Ｓ－ 拟正规嵌入，则Ｇ为ｐ－幂

零群．
　　 推论２．３［１３］设Ｐ是群Ｇ的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，其中

ｐ是｜Ｇ｜的一个素因子．如果ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且

Ｐ的极大子群都在Ｇ 中次正规，则Ｇ为ｐ－幂零群．
　　 定理２．２　 设Ｐ是群Ｇ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，其中

ｐ是｜Ｇ｜的一个素因子．则Ｇ为ｐ－幂零群当且仅当

ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且Ｐ 的２－极大子群在Ｇ中次正

规嵌入．
　　 证明 　 设Ｇ为ｐ－幂零群，Ｐ２ 为Ｐ的任意２－极

大子群．则ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群，Ｇ有正规ｐ－补子群

Ｋ，同时，存在Ｐ的极大子群Ｐ１使得Ｐ２在Ｐ１中极大．
于是Ｐ２Ｋ Ｐ１Ｋ而Ｐ１ＫＧ，进而Ｐ２Ｋ Ｇ，所
以Ｐ２ 是Ｇ的次正规嵌入子群．反过来，设ＮＧ（Ｐ）为

ｐ－幂零群且Ｐ的每个２－极大子群都在Ｇ中次正规嵌

入．假设Ｇ为极小阶反例，令｜Ｐ｜＝ｐｎ．则

　　（１）ｎ＞２且Ｏｐ′（Ｇ）＝１．
　　 由 引 理１．３及 引 理１．４易 知ｎ＞２．设 Ｈ ＝
Ｏｐ′（Ｇ） ≠ １． 显 然，ＰＨ／Ｈ ∈ Ｓｙｌｐ（Ｇ／Ｈ），

ＮＧ／Ｈ（ＰＨ／Ｈ）＝ ＮＧ（Ｐ）Ｈ／Ｈ ≈ ＮＧ（Ｐ）／（Ｈ ∩
ＮＧ（Ｐ））为ｐ－幂零群．设Ｐ２Ｈ／Ｈ 是ＰＨ／Ｈ 的任意

２－极大子群，其中Ｐ２ 是Ｐ的一个２－极大子群．由题

设，Ｐ２ 在Ｇ中次正规嵌入，再由引理１．２（２），Ｐ２Ｈ／Ｈ

在Ｇ／Ｈ中次正规嵌入．故Ｇ／Ｈ满足定理２．２的假设．
由Ｇ为极小反例推出Ｇ／Ｈ为ｐ－幂零，从而Ｇ为ｐ－幂

零，矛盾．
　　（２）若Ｐ≤ Ｍ ＜Ｇ，则Ｍ 为ｐ－幂零群．
　　事实上，因为ＮＭ（Ｐ）≤ＮＧ（Ｐ），所以ＮＭ（Ｐ）为

ｐ－幂零群．由引理１．２（１），Ｐ的每个２－极大子群都在

Ｍ 中次正规嵌入．故Ｍ 满足定理２．２的假设，由Ｇ的

选择即知Ｍ 为ｐ－幂零．
　　（３）Ｏｐ（Ｇ）＝１．
　　假设Ｏｐ（Ｇ）≠１．设Ｎ为Ｇ的含于Ｏｐ（Ｇ）的极

小正规子群，考虑Ｇ／Ｎ．显然，Ｐ／Ｎ ∈Ｓｙｌｐ（Ｇ／Ｎ）且

ＮＧ／Ｎ（Ｐ／Ｎ）＝ＮＧ（Ｐ）／Ｎ 为ｐ －幂 零 群．由 引 理

１．２（２），Ｐ／Ｎ 的极 大 子 群 在Ｇ／Ｎ 中 次 正 规 嵌 入．故

Ｇ／Ｎ 满足定理的假设．由Ｇ为极小反例推出Ｇ／Ｎ 为

ｐ－幂零．如果还有Ｇ的含于Ｏｐ（Ｇ）的极小正规子群

Ｎ１ ≠ Ｎ，那 么 同 样 有Ｇ／Ｎ１ 为ｐ－幂 零，从 而Ｇ 
Ｇ／（Ｎ ∩Ｎ１）为ｐ－幂零，矛盾．故可设Ｎ是Ｇ的含于

Ｏｐ（Ｇ）的唯一极小正规子群．由于ｐ－幂零群系是饱

和群系，所以还可设Ｎ≤／ Φ（Ｇ）．于是Φ（Ｏｐ（Ｇ））＝１
即Ｏｐ（Ｇ）是初等交换的且存在Ｇ的极大子群Ｍ 使得

Ｇ＝ＮＭ 且 Ｎ ∩ Ｍ ＝１．我 们 已 有 Ｏｐ（Ｇ）∩ Ｍ
Ｏｐ（Ｇ）Ｍ＝Ｇ，再由Ｎ的唯一极小正规性知Ｏｐ（Ｇ）

∩Ｍ＝１，从而Ｎ＝Ｏｐ（Ｇ）．显然，Ｐ＝Ｎ（Ｐ∩Ｍ）且

Ｐ∩Ｍ＜Ｐ，故可设Ｐ１ 是Ｐ的包含Ｐ∩Ｍ的极大子

群．则Ｐ１＝（Ｐ１ ∩Ｎ）（Ｐ∩Ｍ）．若Ｐ∩Ｍ＝Ｐ１，则

｜Ｎ｜＝｜Ｐ∶Ｐ１｜＝ｐ．此时若Ｎ≤Ｚ（Ｇ），则由Ｇ／Ｎ为

ｐ－幂零易得Ｇ 为ｐ－幂零，矛盾．故Ｎ Ｚ（Ｇ）．于是

ＣＧ（Ｎ）＜Ｇ且ＣＧ（Ｎ）Ｇ．由于Ｐ≤ＣＧ（Ｎ），所以由

（２）知ＣＧ（Ｎ）为ｐ－幂零群．现在由（１）又得ＣＧ（Ｎ）＝
Ｐ，从而Ｇ＝ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群，矛盾．故Ｐ∩Ｍ ＜
Ｐ１，可设Ｐ２为Ｐ１的包含Ｐ∩Ｍ的极大子群．则Ｐ２是

Ｐ的２－极大子群．由题设，存在Ｇ的次正规子群Ｌ使

得Ｐ２∈Ｓｙｌｐ（Ｌ）．于是存在Ｇ的真正规子群Ｌ１ 使得

Ｌ≤Ｌ１．记Ｌ１ｐ＝Ｐ∩Ｌ１．易知Ｌ１ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｌ１）．以下

分３种情形讨论：

　　（ａ）｜Ｌ１ｐ｜＝ｐｎ，即Ｌ１ｐ＝Ｐ或Ｐ≤Ｌ１．则由（２）知

Ｌ１ 为ｐ－幂零．再由（１）知Ｐ＝Ｌ１，从而Ｇ＝ＮＧ（Ｐ）为

ｐ－幂零群，矛盾．
　　（ｂ）｜Ｌ１ｐ｜＝ｐｎ－１，即Ｌ１ｐ 为Ｐ的极大子群．显然，

Ｐ≤ＮＧ（Ｌ１ｐ）．若ＮＧ（Ｌ１ｐ）＜Ｇ，则由（２）知ＮＧ（Ｌ１ｐ）
为ｐ－幂零群，从而ＮＬ１（Ｌ１ｐ）也为ｐ－幂零群．而Ｌ１ｐ 的

极大子群为Ｐ的２－极大子群，故它们在Ｇ中从而在

Ｌ１ 中次正规嵌入．由定理２．１，Ｌ１ 为ｐ－幂零群．再由

（１）知Ｌ１＝Ｌ１ｐ，这与ＮＧ（Ｌ１ｐ）＜Ｇ矛盾．故ＮＧ（Ｌ１ｐ）

＝Ｇ，即Ｌ１ｐ＝Ｎ．进一步由Ｐ∩Ｍ ≤Ｐ２＝Ｎ知Ｐ ∩
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Ｍ＝１，这样Ｐ＝Ｎ，导致Ｇ＝ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群，矛
盾．
　　（ｃ）｜Ｌ１ｐ｜＝ｐｎ－２，即Ｐ２＝Ｌ１ｐ．考虑Ｇ１＝Ｐ１Ｌ１．显
然Ｐ１∈Ｓｙｌｐ（Ｇ１）．若ＮＧ（Ｐ１）＝Ｇ，则Ｐ１＝Ｎ，进一步

由Ｐ∩Ｍ ≤Ｐ１ 得Ｐ∩Ｍ＝１．类似情形（ｂ）得到矛

盾．若ＮＧ（Ｐ１）＜Ｇ，则由（２）知ＮＧ（Ｐ１）为ｐ－幂零

群；特别地，ＮＧ１（Ｐ１）为ｐ－幂零群．又显然Ｐ１ 的极大

子群在Ｇ１ 中次正规嵌入，故由定理２．１得到Ｇ１ 为ｐ－
幂零群．当然，Ｌ１ 亦为ｐ－幂零群．由（１）必有Ｐ２＝Ｌ１，
进一步Ｐ２＝Ｎ 从而Ｐ ∩Ｍ＝１．仍然得到类似的矛

盾．这就完成（３）的证明．
　　（４）最后矛盾．
　　 设Ｐ０ 为Ｐ的任意２－极大子群．由题设，存在Ｇ
的次正规子群Ｌ使得Ｐ０∈Ｓｙｌｐ（Ｌ）．于是存在Ｇ的真

正规子群Ｌ１ 使得Ｌ≤Ｌ１．记Ｌ１ｐ＝Ｐ∩Ｌ１．易知Ｌ１ｐ
∈Ｓｙｌｐ（Ｌ１）．同样分３种情形讨论：

　　（ａ）｜Ｌ１ｐ｜＝ｐｎ，即Ｌ１ｐ＝Ｐ或Ｐ≤Ｌ１．则由（２）知

Ｌ１ 为ｐ－幂零．再由（１）知Ｐ＝Ｌ１，这与（３）矛盾．

　　（ｂ）｜Ｌ１ｐ｜＝ｐｎ－１，即Ｌ１ｐ 为Ｐ的极大子群．显然，

Ｐ≤ ＮＧ（Ｌ１ｐ）．由（３）知ＮＧ（Ｌ１ｐ）＜Ｇ，再 由（２）知

ＮＧ（Ｌ１ｐ）为ｐ－幂 零 群，从 而ＮＬ１（Ｌ１ｐ）也 为ｐ－幂 零

群．而Ｌ１ｐ 的极大子群为Ｐ 的２－极大子群，故它们在

Ｌ１ 中次正规嵌入．由定理２．１知，Ｌ１ 为ｐ－幂零群．再
由（１）知Ｌ１＝Ｌ１ｐ，这与（３）矛盾．

　　（ｃ）｜Ｌ１ｐ｜＝ｐｎ－２，即Ｐ０＝Ｌ１ｐ．考虑Ｇ１＝Ｐ１Ｌ１．显
然Ｐ１ ∈ Ｓｙｌｐ（Ｇ１）．由（３）知，ＮＧ（Ｐ１）＜Ｇ，从 而 由

（２）知ＮＧ（Ｐ１）为ｐ－幂零群．特别地，ＮＧ１（Ｐ１）为ｐ－
幂零群．又Ｐ１ 的极大子群在Ｇ１ 中次正规嵌入，故由

定理２．１得到Ｇ１ 为ｐ－幂零群．当然，Ｌ１ 亦为ｐ－幂零

群．由（１）必有Ｐ２＝Ｌ１，与（３）矛盾．证明完毕．
　　 推论２．４　设Ｈ是群Ｇ的正规子群使得Ｇ／Ｈ为

ｐ－幂零群，Ｐ是Ｈ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，其中ｐ是｜Ｇ｜
的一个素因子．则Ｇ为ｐ－幂零群当且仅当ＮＧ（Ｐ）为

ｐ－幂零群且Ｐ 的每个２－极大子群都在Ｇ 中次正规

嵌入．
　　 证明 　 设Ｇ为ｐ－幂零群，Ｐ２ 为Ｐ的任意２－极

大子群．则ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群，Ｈ 有正规ｐ－补子群

Ｋ，同时，存在Ｐ的极大子群Ｐ１使得Ｐ２在Ｐ１中极大．
于 是Ｐ２ＫＰ１Ｋ且Ｐ１ＫＨ，进而Ｐ２ＫＧ，所
以Ｐ２ 是Ｇ的次正规嵌入子群．反之，设ＮＧ（Ｐ）为ｐ－
幂零群且Ｐ的２－极大子群在Ｇ 中次正规嵌入．由定

理２．２知，Ｈ为ｐ－幂零群Ｈ 有正规ｐ－补子群Ｔ．若Ｔ

≠１，考虑Ｇ／Ｔ．显然，ＮＧ／Ｔ（ＰＴ／Ｔ）＝ＮＧ（Ｐ）Ｔ／Ｔ为

ｐ－幂零群．由引理１．１（２）知，ＰＴ／Ｔ的２－极大子群在

Ｇ／Ｔ 中次正规嵌入．由归纳法知，Ｇ／Ｔ为ｐ－幂零群，
从而Ｇ为ｐ－幂零 群．若Ｔ＝１，则 Ｈ＝Ｐ，于 是Ｇ＝
ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群．证明完毕．

　　 推论２．５［１３］　 设Ｐ是群Ｇ的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，其
中ｐ是｜Ｇ｜的最小素因子．若Ｐ的每个２－极大子群

都在Ｇ中次正规，ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零群且Ｇ 与Ａ４ 无

关，则Ｇ为ｐ－幂零群．
　　注２．１　上述各定理中的条件ＮＧ（Ｐ）为ｐ－幂零

群不能去掉．例如，取Ｇ＝Ｓ３，Ｐ∈Ｓｙｌ３（Ｇ），则Ｐ的极

大子群是１，但Ｇ不是３－幂零的．又如，令Ｇ＝Ａ４，Ｐ

∈Ｓｙｌ２（Ｇ）．则ＰＧ，故Ｐ的极大子群都在Ｇ中次正

规，当然它们都在Ｇ中次正规嵌入，但Ｇ不是２－幂零

的．
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