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摘要:从广义极小残量法 GM RES(m)的结构出发 , 分析其误差向量与 Kry lo v子空间对该算法收敛速度的影响 ,

推导出误差向量与 Kry lov 子空间第 1 个向量和第 m +1 个向量的方向余弦关系 , 并用数值算例验证其合理性.

当误差向量 rk+1 在 Kry lo v子空间向量 v1 的投影较大而在向量 vm+1 的投影较小时 , GMRES(m)算法收敛速度较

慢 , 反之亦反.算例结果与理论结果相符.
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Abstract:By analysing the st ructure of restarted GMRES alg orithm , we discover that residual

vecto r and K ry lov subspace have an inf luence on the conve rg ence velocity of GMRES(m)algo-

rithm , and deduce that the residual vector has a direct ion cosine relationship w ith the fi rst vec-

tor and m +1 vecto r in Krylo v subspace.A nume rical example is used to veri fy it s rationali ty.

Algorithm analysis indicates that the convergence veloci ty of GMRES(m)method is slow er

w hen the project of the residual vector r k+1 is large in the kry lov subspace v1 vector and small in

the kry lov subspace v m+1 vecto r , o r vice versa.
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　　事实已证明许多科学计算可以归结为解线性方

程组 AX =b , 其中 A ∈ R
n×n
为大型稀疏矩阵且非奇

异 , X ,b ∈ R
n.采用迭代法是求解这类方程组最普遍

的选择 ,其中广义极小残量法(GMRES)[ 1] 由于计算

的近似解在相应的 Kry lov 子空间满足残量范数极小

的性质备受大家关注 ,是目前最流行的方法之一.

GMRES 方法在 K ry lov 子空间上进行迭代 ,但是其

存储量和正交化工作量会随着迭代次数的增加而变

得不可接受 ,因此 GMRES 方法对于大规模线性系

统问题一般需要重新启动 ,即限制最大近似 Kry lov

子空间的维数 ,或者说限制每次循环的最大迭代步

数.在最大迭代步数之内 ,当每次循环算法达到一定

的迭代步数后 ,把当前所计算的近似解当作下一个循

环的初始值并在由新的误差向量所生成的 Krylo v 子

空间上重新开始.通常 ,重新启动的 GMRES 算法每

次循环的迭代步数是固定的 ,记作 GMRES(m).

　　当系数矩阵 A不是对称阵时 ,GMRES(m)算法

收敛速度较慢甚至出现停滞现象.在近 20年里 ,许多

学者对 GMRES(m)方法的收敛性做了大量的工作.

然而 ,大部分工作都集中在分析系数矩阵 A 的谱
[ 2 , 3]

以及 GMRES 多项式的根
[ 4 , 5]
对 GMRES(m)算法收
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敛速度的影响 ,很少分析误差向量与 Krylo v 子空间

的关系对算法收敛速度的作用.

　　本文从GMRES(m)算法结构出发 ,推导出误差

向量与 Krylo v子空间第 1个向量和第 m +1个向量

的方向余弦关系.数值实验进一步表明 ,误差向量在

Krylo v 子空间中的两个向量的投影直接影响

GMRES(m)算法的收敛速度.

1　GMRES(m)算法及性质

　　GMRES 算法是在 K ry lov 子空间 Km(A , r0)=

span{r 0 , Ar 0 , Ar 20 , …, Ar m-1
0 }上进行迭代的一种算

法 ,其中 r0 =b-Ax 0 , x0 为初始近似解.其主要思

想是通过寻找一个近似解 xm ∈ x0 +K m(A , r0),使

得向量最小化范数 ‖b-A(x0 +z)‖2 ,这里 z ∈

Km(A , r0),算法的设计如下[ 1] .

　　算法 1　GMRES 算法.

　　步骤 1　给定初始近似解 x0 ,得到初始向量 r0

=b -Ax 0 ,令 β = ‖r 0 ‖2 ,且 v1 =r0/β ;

　　步骤 2　Fo r j =1 ,2 , …,m ;

　　步骤 3　计算 w j =Av j ;

　　步骤 4　Fo r i =1 ,2 , …, j ;

　　步骤 5　hij =(w j , v i);

　　步骤 6　w j =w j -hijv i ;

　　步骤 7　结束 i循环;

　　步骤 8　h j+1 , j =‖w j ‖2 ,如果 h j+1 , j =0 ,令m

=j ,跳到步骤 11;

　　步骤 9　 vj+1 =w j/hj+1 , j ;

　　步骤 10　结束 j循环;

　　步骤 11　定义一个(m +1)×m 的 Hessenberg

矩阵 H m =(h ij)(m+1)×m 和 V m =(v1 , v2 , …, v m);

　　步骤 12　计算 y ,使得 ‖βe1 -H my ‖ 2最小 ,则

xm = x0 +Vmy .

　　易见 ,如果算法 1 在第 m步之前没有停止 ,则向

量 v1 , v2 , … , vm 形成 Kry lov 子空间 Km(A , r0)的一

组正交基
[ 6]
.因此 ,很容易推导出下列性质.

　　性质 1.1　设 V m , Hm 为算法 1所定义的矩阵 ,

记 H
-

m 为 H m 删除最后一行所得矩阵 ,则有下列关系

式成立:

　　AVm =Vm H
-

m +wme
T
m (1.1)

　　　　=Vm+1H m , (1.2)

　　V
T
mAVm =H

-

m . (1.3)

　　证明　由算法 1第 6 ,8 ,9步 ,我们有

　　Av j = ∑
j+1

i=1
h ijv i , j =1 , 2 , … ,m. (1.4)

由矩阵 V m , Hm 的定义 ,(1.4)式写成矩阵形式便有

(1.1)式 ,(1.2)式成立.对(1.1)式两边同时乘以矩阵

V
T
m ,注意到 v1 , v2 , …, v m 是 Kry lov 子空间 Km(A ,

r 0)的一组正交基 ,则(1.3)式成立.

　　显然 ,算法 1随着 m的增加 ,其存储量和计算量

大大增加 ,故对于大 n来说 , m 取大的值是不切实际

的 ,因此一种限制 Krylo v 子空间最大维数的算

法 ———GM RES(m)算法被提出来 ,其过程如下.

　　算法 2　GMRES(m)算法.

　　步骤 1　计算 r k =b-Ax k , β =‖rk ‖2和 v1 =

r k/β ;

　　步骤 2　利用算法 1 计算 y ,并记 x k+1 = xk +

V my ;

　　步骤 3　如果 x k+1 满足给定误差条件 ,则停止 ,

否则令 x k = x k+1 , 返回步骤 1.

　　性质 1.2　设 r k+1 =b -Ax k+1 表示算法 2 第 k

次迭代的误差向量 , 则 r k+1 可由 Krylov 子空间

K m+1(A , r k)= span{r k , Ar k , Ar
2
k , … , Ar

m-1
k , Ar

m
k}线

性表出 ,其中 Km+1(A , rk)为算法 2第 2行所生成的

K ry lov 子空间.

　　证明　由于算法 2第 2行套用算法 1 ,由算法 1

可知 K m+1(A , rk)= span{v1 , v2 , … , vm+1}.于是

　　r k+1 =b-Ax k+1 =b-A(xk +Vmy)=b-Ax k

-AVmy =r k -Vm+1H my .

上面的等式应用了性质 1.1 中的(1.2)式.令 z =

H my ,则 r k+1 =βv 1 -V m+1 z .即 r k+1 可由 v1 , v2 , … ,

v m+1 线性表出 ,从而 rk+1 可由 K m+1(A , rk)线性表出.

2　GMRES(m)算法收敛速度分析

　　考虑到存储和计算量的原因 ,算法 2 限制了 m

的大小(m  n),利用重新启动的方法来收敛到方程

组的精确解.由 GMRES(m)算法可知 ,重新启动后

算法所迭代的 Kry lov 子空间发生了改变 ,因此每次

重新启动后算法丢失了前面所生成的 Krylo v子空间

的信息 , 这就使它失去了全局最优性质 , 较之

GMRES算法 ,收敛速度一般会下降.Y.Saad在文献

[ 1]中指出 ,如果 m 足够大 ,GMRES 算法可确保在 n

步之后收敛到方程组的精确解.这就启发我们 ,如果

GMRES(m)算法重新启动后生成的新 K ry lov 子空

间近似于 GMRES 算法 Kry lov 子空间中第 m +1个

向量到第 2m 个向量所构成的子空间 , GMRES(m)

算法的收敛速度较之 GMRES 算法将不会发生太大

的改变.算法 2重新启动后 ,用误差向量 rk+1 构造新

的 Kry lov 子空间 ,即新的迭代子空间为 K m(A , rk+1)

= span{r k+1 , Ar k+1 , Ar
2
k+1 , … , Ar

m-1
k+1}=span{v

′
1 , v

′
2 ,
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…, v
′
m}.对比算法 1迭代 2m 步后的 Kry lov 子空间

K 2m(A , r k)= span{r k , Ar k , … , Ar
2m-1
k }= span{v1 ,

v2 , … , vm , v m+1 , …, v2m}, 不难发现 , 如果 rk+1 =

c1v1(c1 为数),算法 2重新启动后所生成的新 K ry lov

子空间与之前的子空间相同 ,迭代将在同一个子空间

上进行 ,显然收敛速度会下降甚至出现停滞现象;如

果 rk+1 =cm+1v m+1(cm+1 为数),算法 2重新启动后所

生成的新 Kry lov 子空间与算法 1第m +1步至第2m

步所生成的 Kry lov 子空间相同 ,重新启动后算法 2

两次循环所迭代的子空间与算法 1 迭代 2m 步的子

空间相同 ,故算法 2的收敛速度与算法 1相比不会发

生太大变化.因此 ,误差向量 rk+1 在 v 1 , vm+1两个向量

投影将直接影响 GMRES(m)算法的收敛速度.

　　性质 2.1　设 r k , rk+1分别是算法 2循环前 、循环

结束时的误差向量 ,那么有下列关系成立:

　　cos 〈r k , rk+1〉 =
‖r k ‖2
‖rk+1 ‖2

.

　　证明　记 h
T
表示矩阵 H m 的第一行元素.由算

法 1第 12步可得

　　 y =β(H T
mH m)-1H T

me 1.

由算法 2得

　　cos 〈r k , rk+1〉 =co s 〈v1 , rk+1〉 =

v
T
1 rk+1

‖v1 ‖2 ‖rk+1 ‖2
=

v
T
1 rk+1
‖r k+1 ‖ 2

,

　　v
T
1 r k+1 = v

T
1(b -A(xk +V my))= v

T
1(βv 1 -

Vm+1H my)=β -eT1 H my =β -hT
y ,

　　 ‖rk+1 ‖22 =(βv 1 -

Vm+1H my)T(βv 1 - V m+1Hmy) = β
2
- βh T

y -

βy
T
H

T
mV

T
m+1 v1 +y

T
H

T
mV

T
m+1Vm+1H my =β

2
-2βh

T
y +

y
T
H

T
mH m y = β

2
- 2βhT

y + βy T
H

T
mH m

(H
T
mH m)

-1
H

T
me1 =β(β -h

T
y).

于是

　　cos 〈r k , rk+1〉 = β -h
T
y

β(β-h
T
y)
=
‖rk+1 ‖2
‖r k ‖2

.

　　性质 2.1表明 ,如果误差向量 r k+1 的范数没有减

少 ,则误差向量 r k+1 在向量 v1 的投影很大 ,算法 2重

新启动后将产生较少新的信息 ,收敛速度会发生下

降.从应用的角度来看 ,这意味着可以监测误差向量

rk+1 的范数下降程度来决定重新启动向量的选择.如

果误差向量 rk+1 的范数在重新启动前没有充分变小 ,

则可以另外选择一个误差向量作为重新启动向量.这

种误差向量可选择性探索可以参见文献 [ 7] 中

的例 2.

　　性质 2.2　设 r k+1是算法2循环结束时的误差向

量 , vm+1 为K ry lov 子空间的第 m +1个向量 ,则有下

列关系成立:

　　co s 〈rk+1 , vm+1〉 =-
hm+1 ,my m

‖r k+1 ‖2
,

其中 y m 为向量 y 的第m 个分量 , hm+1 ,m 为矩阵 H m

中的元素.

　　证明　co s〈r k+1 , v m+1〉=
v
T
m+1r k+1

‖vm+1 ‖ 2 ‖r k+1 ‖ 2
=

v
T
m+1 rk+1
‖r k+1 ‖ 2

,

　　v T
m+1 rk+1 =v

T
m+1(b-A(xk +Vm y))=v

T
m+1(βv 1 -

V m+1 Hmy)=-eTm+1 Hmy =-hm+1 ,meTmy =-hm+1 ,my m ,

故

　　co s 〈rk+1 , vm+1〉 =-
hm+1 ,my m

‖rm ‖ 2
.

　　通常情况下 hm+1 ,m 比较小 , hm+1 ,my m与 ‖rk+1 ‖ 2

的比值也相对较小 ,从而 ‖r k+1 ‖ 2 在 vm+1 上的投影

也比较小 ,重新启动后新生成的 Krylo v 子空间含有

较少的 vm+1 信息 ,收敛速度将会出现下降.

　　综合性质 2.1和 2.2可以看出 ,当误差向量 r k+1

在 Kry lov 子空间向量 v1 的投影较大而在向量 vm+1

的投影较小时 , GMRES(m)算法收敛速度较慢;反

之 ,当误差向量 r k+1 在 Krylo v子空间向量 v1 的投影

较小而在向量 vm+1 的投影较大时 ,GMRES(m)算法

收敛速度较快.

3　数值算例

　　为方便计算 ,以下的两个例子初始估计值均设为

x0 =(0 ,0 , …,0)
T
, 右端向量 b =(1 ,1 , …, 1)

T
,

K ry lov 子空间迭代的最大维数等于 25.

　　例1
[ 8]
　令 A =SDS

-1
, A ,S ,D ∈ R

1000×1000
, S =

(1 ,0.9)是双对角矩阵 ,1是主对角元 ,0.9是上对角

元 , D =diag(-10 , -9 , …, -1 , 1 ,2 , …,990).从图

1可以看出 ,由于 A有负特征值 ,用 GMRES(m)算法

收敛速度很慢 ,甚至出现了停滞现象.

　　图 1　重新启动次数和残量范数的对数 log 10(‖ rm ‖ 2)

的关系

　　F ig.1 　Relationship o f restar t numbe rs and re sidual

no rms lo g10(‖ rm ‖ 2)
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　　为了体现误差向量 rk+1 与 v 1 , vm+1 两个向量的夹

角大小与 GMRES(m)算法收敛速度的关系 ,定义

Rk+1 =
(r k+1 -r k+2)

rk+1
为相邻两个误差向量中后一个

误差向量较前一个误差向量的下降比例.显然误差向

量的下降率 Rk+1 反映了 GMRES(m)算法收敛速度

的大小 ,当 Rk+1越大时 ,GMRES(m)算法的收敛速度

越快.从图 2 、图 3可以看出 , GMRES(m)算法收敛

速度与误差向量 rk+1 和向量 v1 的夹角余弦大致成负

线性关系 ,而与误差向量 r k+1与向量 vm+1的夹角余弦

大致成正线性关系.值得注意的是 ,当误差向量 r k+1

与向量 v1 夹角余弦接近于 1时 ,GMRES(m)算法几

乎出现停滞 ,而当误差向量 rk+1与向量 vm+1夹角余弦

超过 0.3时 ,算法的收敛速度显著提高.

　　图 2　 Rk+1与误差向量 rk+1 与向量 v1的夹角余弦散点图

　　Fig.2　Scatter diag ram of Rk+1 and the co sine of vector s

rk+1 and vm+1

　　图 3　 Rk+1 与误差向量 rk+1与向量 vm+1的夹角余弦散点

　　Fig.3　Scatter diag ram of Rk+1 and the co sine of vector s

rk+1 and vm+1

　　例 2
[ 9] 　设 A ∈ R

1000×1000 且为双对角矩阵 ,其中

主对角元为 1 ,2 , …,1000 ,上对角元全都是 1.

　　从图 4可看出 ,例 2是 GMRES(m)算法收敛的

一个例子 ,只需 16次重启就达到了给定的精确度 ,且

误差向量的下降率(即收敛速度)比较稳定在一个大

的值附近.事实上从表 1 也可以看出 rk+1 与 v 1 、vm+1

夹角余弦的大小正好与例 1中的数值相反 ,因此较快

的收敛速度也在情理之中.另外 ,一个值得关注的问

题是 ,随着重启次数的增加 , rk+1 与 v1 , vm+1夹角余弦

有朝收敛速度慢的方向移动的趋势.

　　图 4　重新启动次数和残量范数的对数 log 10(‖ rm ‖ 2)

的关系

　　F ig.4 　Relationship o f restar t numbe rs and re sidual

no rms lo g10(‖ rm ‖ 2)

表 1　GMRES(m)算法每次重新启动所产生误差向量范数及

所对应的值

Table 1　Error vector norm and it' s corresponding value from

each restarted of GMRES(m)

重新启
动次数
Res tar
numbers

误差向量 r k+1
范数

Vector norm s
of rk+1

r k+1 与 v1
夹角余弦
C on sine

r k+1 与 vm+1
夹角余弦
Cosine

1 9.876281e-01 0.03123154 0.3237097

2 2.691332e-01 0.27250459 0.3382714

3 9.421787e-02 0.35007897 0.2608604

4 3.383677e-02 0.35913329 0.2390161

5 1.252233e-02 0.37008055 0.2338973

6 4.687057e-03 0.37429587 0.2269883

7 1.776740e-03 0.37907374 0.2282358

8 6.767735e-04 0.38090738 0.2230957

9 2.592560e-04 0.38307654 0.2261224

10 9.949717e-05 0.38377957 0.2215470

11 3.829447e-05 0.38377957 0.2255797

12 1.475344e-05 0.38526287 0.2212918

13 5.694296e-06 0.38596404 0.2259923

14 2.199562e-06 0.38627458 0.2218386

15 8.508285e-07 0.38681727 0.2270088

16 3.293697e-07 0.38711639 0.2228920

4　结束语

　　对于GMRES(m)算法而言 ,误差向量 rk+1在 v 1 ,

v m+1 两个向量投影的大小直接影响算法的收敛速度.

由性质 1.2可知 , rk+1 是 Krylo v 子空间基向量 v 1 ,

v 2 , … , vm+1 的线性组合 ,因此算法每次重新启动时 ,

可以通过选择适当的 rk+1 ,改善 r k+1 在 v1 , vm+1 两个

向量的投影来加快算法的收敛速度.
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