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摘要:在分数次 Black-Scholes 模型下 ,用二次近似定价法推导出支付红利的美式看跌期权价格的近似解析式 ,

然后进行数值计算 , 并与用显式差分法计算的结果作对比.二次近似定价法可行 ,但是还有待改进.
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Abstract:With the f ract ional Black-Scho les model , the appro ximated price formula fo r an A-

merican put option are derived by the quadratic approximation , and then thei r numerical solu-

tions compared w ith that of the finite dif ference method.The results show that the quadratic

appro ximation is feasible but needed to be improved.

Key words:American option pricing ,quadratic approximation , f ractional Black-Scholes model

　　美式期权定价是金融衍生产品定价中最困难的

问题之一 ,因为它对应一个偏微分方程的自由边界问

题 ,很难得到显式解析式 ,所以数值近似方法很重要.

二次近似法是美式期权定价的一种近似方法 ,首先应

用于 Black-Scho le s模型下无红利支付股票的期权定

价
[ 1]
,后来 Ba rone-Adesi G.和Whaley R.E

[ 2]
将这种

方法应用于商品期货的定价.二次近似定价法的特点

是方法简单 ,计算简便 ,可以获得期权价格的近似解

析解 ,并且计算到期日较短的美式期权的价格准确性

很高 ,有利于风险管理 ,但是计算到期日较长的美式

期权的价格误差较大 。很多学者对它进行了研究和

改进 ,如Woon Kwong Wong[ 3] 等 ,吴传生等[ 4] .他们

研究的成果都是建立在经典 Black-S choles模型基础

上 ,即假设股票价格的波动相互独立 ,遵循几何布朗

运动 , 其对数收益率服从正态分布.由于 Black-

Scho les模型的假设过于严格 ,导致在实际应用中误

差较大 ,并且股票市场的大量研究已表明 ,股价收益

率并不符合对数正态分布 ,而且存在长期相依性 ,所

以经典 Black-Scho les模型不能很好刻画这些性质.

分数次 Black-Scholes模型[ 5]由于具有自相似性和长

期相依性 ,在刻画股价运动规律时更符合股价运动的

特征 , 所以受到很多学者的关注.目前在分数次

Black-Scho les模型下 ,有关期权定价的研究主要集

中在欧式期权 ,如刘韶跃等[ 6] ,而美式期权定价方面

的成果
[ 7 ～ 9]
较少.本文在分数次 Black-Scholes 模型

下 ,以支付红利的美式看跌期权为例 ,用二次近似法

推导美式期权价格的近似解析式.我们仅讨论 1/2 ≤

H <1的情形.

1　分数次 Black-Scholes模型

　　假定金融市场存在两种资产供投资者自由选择 ,
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资产交易的时间和额度连续 ,市场不存在交易费用和

税收 ,交易可以买空卖空 ,存款和借款的利率相同 ,交

易时间为 [ 0 , T] .

　　设第一种资产为连续支付红利的风险资产(如股

价),其价格 S(t)遵循分数次布朗运动:

　　dS(t)
S(t)

=(μ(t)-q(t))dt +σ◎dB H(t).(1.1)

　　第二种资产为无风险证券(如债券或银行账户),

其价格 A(t)满足

　　dA(t)=r(t)A(t)dt , (1.2)

其中 μ(t)为股价期望回报率 , q(t)为红利率 , r(t)

为无风险利率 ,它们都是时间 t的函数 , σ≠0表示股

价瞬时波动率(常数), B H(t)表示分数次布朗运动 ,

“ ◎”表示Wick积分.模型(1.1),(1.2)称为分数次

Black-Scholes模型 ,且为无套利的完全市场模型[ 10] .

　　文献[ 7] 证明了分数次 Black-Scho les模型下衍

生证券任意未定权益 V(S , t)满足方程:

　　
 V
 t
+Hσ

2
S

2
t
2H-1  2

V
 S2 +(r(t)-q(t))S

 V
 S
-

r(t)V =0 . (1.3)

　　特别地 , 当 H =1/2 时 , (1.3)式就是 Black-

S choles偏微分方程.对于到期日为 T ,执行价格为

K 的美式看跌期权 ,其价格函数 P(S , t)满足自由边

界模型:

　　 P
 t
+Hσ2 t2H-1

S
2  2 P
 S2 +(r -q)S

 P
 S
-rP =0 ,

(S , t)∈ 1 , (1.4)

且满足边界条件

　　P(S＊ , t)=K -S
＊ , (1.5)

　　P(S , T)=(K -S(T))+ , (1.6)

　　
 P(S＊ , t)
 S

=-1 , (1.7)

其中 S
＊表示最佳实施边界 , 1 表示继续持有区域.

2　美式期权定价的二次近似方法

　　定理　执行价格为 K ,到期日为 T ,红利率为

q ,波动率为σ≠0 ,无风险利率 r >0(其中 q 、r 、σ均

为常数)的美式看跌期权在 t ∈ [ 0 , T] 时价格为:

　　

P(S , t)≈p(S , t)+S
＊

λ1
(e-q(T-t)·

　　N(-d1(S
＊
))-1)(

S
S
＊)

λ
1

,S ≥S
＊
,

P(S , t)=K -S , S <S
＊.

其中 S
＊
为最佳实施边界 , S

＊
满足 K -S

＊
=p(S

＊
,

t)+S
＊

λ1
(e-q(T-t)N(-d1(S＊))-1), P(S , t), p(S , t)

分别为 t时刻美式和相应欧式看跌期权的价格.
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ln
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　　h =h(t)=1-e
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, N(x)= 1

2π∫
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-
e
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.

　　证明　设 P(S , t), p(S , t), e(S , t)分别为 t时刻

美式和相应欧式看跌期权的价格及美式看跌期权的

提前实施溢价.它们满足 e(S , t)=P(S , t)-p(S , t)

,代入(1.4)式得

　　 e
 t
+Hσ2 t2H-1

S
2  

2
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 S
2 +(r -q)S  e

 S
-re =0 .

(2.1)

　　记 k1 = r
Hσ2

, k2 = r -q
Hσ2

, e(S , t) = f(S ,

h(τ))h(τ)其中 h(τ),τ=τ(t)待定且τ(T)=0 .于

是(2.1)式变为

　　t
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rh
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h
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 h
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　　选取 h(τ)=1-e-rτ, τ=T -t , f = f 1 +f 2 ,其

中 f 1 起决定作用 , f 2 影响很小.则(2.2)式变为

　　(T-τ)2H-1
S

2 
2
f 1

 S
2 +k2S
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　　令(T -τ)
2H-1

S
2  2

f 1

 S2 +k2S
 f 1

 S
-

k1

h
f 1 =0 ,

则 f 1(S)≈ c1S
λ
1 ,其中

λ1 =-
k2 -t

2H-1 + (k2 -t
2H-1)2 +

4k1 t
2H-1

h
2t

2H-1 <0 .

令 f 2 =εf 1 ,则由(2.3)式得

　　(T -τ)
2H-1

S
2  2ε
 S 2 +(

2(T -τ)2H-1
S

2

f 1

 f 1

 S
+

k2 S)
 ε
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-k1(1 -h)(1+ε)(

1
f 1
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+
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)=0 ,
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忽略含 f
1

 h
及 ε
 h
的项 ,得

　　(T -τ)2H-1
S

2  2ε
 S

2 +(
2(T -τ)2H-1

S
2

f 1

 f 1

 S
+

k2S) ε
 S
=0. (2.4)

(2.4)式的解形如ε(S)=cS
η,解得η=0(η=

-2(T -τ)
2H-1
λ1 +k2

(T -τ)2H-1 >0不合),所以ε(S)=c(常

数).此时

　　P(S , t)≈p(S , t)+(1 +c)c1 h(τ)S
λ
1 , (2.5)

　　K -S
＊
=P(S

＊
, t)=p(S

＊
, t)+(1+

c)c1 h(τ)(S＊)λ1 . (2.6)

由(1.7)式得

　　-e
-q(T-t)

N(-d1(S
＊
))+(1 +

c)c1 h(τ)λ1(S
＊
)
λ
1
-1
=-1. (2.7)

　　联立(2.5)式 ,(2.6)式 ,(2.7)式得

　　P(S , t)≈p(S , t)+S
＊

λ1
(e-q(T-t)N(-d1(S＊))-

1)(S
S
＊)
λ
1

,S ≥S
＊ ,

　　K -S
＊ =p(S＊ , t)+

S
＊

λ1
(e
-q(T-t)

N(-d1(S
＊
))-1).

当 S <S
＊
时 ,P(S , t)=K -S .

　　若在 λ1 中 ,取 H =1/2 ,其结果与经典 Black-

S choles模型下用传统二次近似法计算美式看跌期权

的价格一致.

3　实例

　　以 S0 =40 ,K =35 , r =0.1 , q =0.02 , σ=0.2

为例 ,计算当 H 和 T 取不同值时美式看跌期权的价

格 ,并以显式差分法为参照进行分析和比较(表 1).
表 1　分数次 Black-scholes模型下美式看跌期权的近似价格

Table 1　Approximate price of American put option under the

Fractional Black-Scholes Model

H T
二次近似法

Quad rat ic app roximation
显式差分法

Finite dif ference method

0.5 0.5 0.2883 0.2885

1.5 0.7081 0.6614

2.0 0.9293 0.8387

0.6 0.5 0.2218 0.2179

1.5 0.8617 0.8225

2.0 1.1959 0.9172

0.8 0.5 0.1237 0.1235

1.5 1.2967 0.9855

2.0 1.8813 1.4653

　　由表 1可以看出 ,用二次近似法计算到期日较短

的美式期权的价格较准确 ,但计算到期日较长的美式

期权的价格时误差较大 ,说明算法可行 ,但有待改进.

另外 ,还可以看出 , H 对美式期权价格的影响很明

显.当到期日较短时 ,价格随着 H 的增大而减少(如

T =0.5),当到期日较长时 ,价格随着 H 的增大而增

大(如 T =1.5),这与分数次布朗运动的长期相依性

一致.
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