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摘要:利用类似于 Banach 空间严格凸等价刻画时的方法 ,给出 Banach 空间 K-严格凸的一些性质 ,当 X , Y 都是

Banach 空间时 , 给出直和 X  Y 是K 1+K 2 +1-严格凸的 1 个充分条件 ,以及直和 X  Y 空间是K 1 +K 2+1

-严格凸的 2 个充要条件.
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Abstract:Some qualit ies about K-st rict ly convex in Banach space are given by the w ay s of the

simi lar equivalent characterizations about strictly convex in Banach space.When X ,Y i s Banach

space , one new suf ficient condi tion and tw o new suff icient and necessary conditions are given

simul taneously fo r the direct sum X  Y space to be K 1 +K 2 +1-strictly convex.
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　　自从波兰数学家 S.Banach 提出 Banach空间以

来 ,该空间理论就一直备受关注.文献[ 1]给出了 Ba-

nach空间严格凸的定义 ,文献[ 2]给出其 K-严格凸

的定义 ,文献[ 1 ,3] 又证明文献[ 1] 给出的严格凸定

义是等价的 ,文献[ 4 ,5] 证明文献[ 2] 给出的K-严格

凸的定义是等价的.本文在此基础上进一步刻画了 K

-严格凸的几何性质 ,讨论了直和 X  Y 空间的K 1 +

K 2 +1-严格凸性 ,并给出直和X  Y 空间是K 1+K 2

+1-严格凸的2个充要条件.这些充要条件比原来的

条件使用起来更为方便.

1　预备知识

　　本文所涉及空间均为实Banach空间 , X ＊ ,Y ＊分

别为 X ,Y 的对偶空间 ,

　　S(X)={x:x ∈ X , ‖x‖ =1};S(Y)={y:y

∈ Y , ‖y‖ =1}. (1)

　　定义 1.1[ 1] 　设 X 是 Banach空间 , X 称为严格

凸的 ,如果对任意 x ∈ S(X), y ∈ S(X), x ≠y 时 ,

　　‖ x +y
2
‖ <1.

　　容易证明 , X是严格凸的当且仅当对任意 x , y ∈

X 且 x 与 y 不共线时 ‖x +y ‖ <‖x‖ +‖y‖ .X

是严格凸的 ,当且仅当对任意 x ∈ S(X), y ∈ S(X),

若 ‖ x +y‖ =2时 ,就有 x , y 线性相关.

　　定义 1.2[ 2] 称 Banach空间 X 是 K-严格凸的 ,

若对 X 中任意 K +1 个元素 x1 , x2 , … , xk+1 , 当

‖ x 1 +x1 +…+xk+1 ‖ =‖ x 1 ‖ +‖ x2 ‖ +…+

‖ x k+1 ‖ ,就有 x1 , x2 , … , xk+1 线性相关.特别地

称 Banach空间 X 是K-严格凸的 ,当且仅当对 X中

任意 K +1个元素 x1 , x2 , … , xk+1 ∈ S(X),当 ‖ x 1

+x 1 +… +x k+1 ‖ =K +1 时 , 就有 x1 , x2 , … ,

x k+1 ,线性相关.

　　容易证明 Banach空间 X 是 K-严格凸的 ,当且

仅当对 X中任意线性无关组 x 1 , x2 , …, xk+1 ∈ X ,时 ,

就有
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　　‖x1 +x 1 +…+x k+1 ‖ < ‖x 1 ‖ +‖ x2 ‖ +

…‖ xk+1 ‖ .

　　定义 1.3[ 1] 　设 X 是 Banach空间 ,X ＊是 X 的

对偶空间 ,由

　　J x ={f ∈ X
＊
:f(x)=‖x‖

2
, ‖ f ‖ =‖x‖}

所定义的映照 J :X  ※2X
＊

称为 X 上的正规对偶映 ,

任一 f x ∈ J x 称为 x 的支撑泛函.

　　定义1.4[ 6] 　设V1 ,V2是线性空间V的子空间 ,

如果 V 1 +V2 中每个向量 a的分解式a =a1 +a2 ,a1

∈ V1 , a2 ∈ V2 是唯一的 ,这个和就称为直和.

　　引理 1.1
[ 4]
　设 X 是 Banach空间 , X 是K-严

格凸的 ,当且仅当对 X 中任意线性无关组 x 0 , x1 , …,

xk ∈ S(X),及任意 0 ≠ f ∈ X
＊时 ,有

　　‖ f(x0 +x1 +…+xk)‖ <(K +1)‖ f ‖.

　　引理 1.2[ 4] 　设 X 是 Banach空间 , X 是K-严

格凸的 ,当且仅当对 X 中任意线性无关组 x , y 1 , y 2 ,

…, yk ∈ S(X),有

　　K -f(y 1 +y 1 +…y k)>0 ,  f ∈ J x ,

‖ f ‖ =1.

2　主要结论

　　定理2.1　X 是 Banach空间 ,则下列命题等价:

　　(1)X 是K -严格凸的.

　　(2)对每个 p ,1 <p < ∞,对任意 x0 , x1 , … , xk

∈ X ,当 x0 , x1 , …, x k 线性无关时 ,有

　　‖
x0 +x1 +…+xk

k +1
‖ p < 1

k +1
(‖x0 ‖ p +

‖x1 ‖ p +…+‖ xk ‖ p).

　　(3)存在某个 p ,1 <p <∞,对任意 x 0 , x1 , …,

xk ∈ X ,当 x0 , x1 , …, xk 线性无关时 ,有

　　‖
x0 +x 1 +…+xk

k +1
‖ p <

1
k +1

(‖ x0 ‖ p +‖ x1 ‖ p +…+‖xk ‖ p).

　　证明 　(1) (2).设 X 是K -严格凸的 ,对任意

x0 , x1 , …, xk ∈ X , 且 x0 , x1 , …, xk 是线性无关的 ,

可知

　　‖x0 +x 1 +…+x k ‖ <‖ x0 ‖ +‖x 1 ‖ +…

+‖ xk ‖.

对于每个 p ,1 <p <∞时 ,函数 f(t)=t
p是凸函数 ,

因此有

　　‖
x0 +x 1 +…+xk

k +1
‖ p <

(
‖ x0 ‖ +‖x1 ‖ +‖x k ‖

k +1
)

p
≤ 1

k +1
(‖ x0 ‖

p
+

‖x1 ‖
p
+…+‖ xk ‖

p
),

即结论

　　‖
x0 +x1 +…+x k

k +1
‖ p < 1

k +1
(‖ x0 ‖ p +

‖ x1 ‖
p
+…+‖x k ‖

p
)

成立.

　　(2) (3)显然成立.

　　(3) (1).当 ‖ x0 ‖ =‖ x1 ‖ =… =‖x k ‖

=1时 ,且 x0 , x1 , … , xk 线性无关时 ,由条件可知

　　‖
x0 +x1 +…+x k

k +1
‖ p < 1

k +1
(‖ x0 ‖ p +

‖ x1 ‖ p +…‖x k‖ p)<1 ,

则

　　‖
x0 +x1 +…+x k

k +1
‖ p <1.

从而 ‖ x0 +x1+…+xk ‖ <k +1 ,所以 X 是K-严

格凸的.

　　定理 2.2　设 X 是 Banach空间 , X 是K -严格

凸的 , 当且仅当对任意线性无关组 x0 , x1 , … , xk ∈

S(X),和a i ∈(0 ,1), i =0 ,1 , …, k ,且a0 +a1 +…+

ak =1 ,有

　　‖a0 x 0 +a1 x 1 +…+akx k ‖ <1.

　　证明 　必要性.设 X 是K-严格凸的 ,故对任意

线性无关组 x0 , x1 , … , xk ∈ S(X)时 ,有 ‖x0 +x1 +

…+xk ‖ <K +1 ,而 ai ∈ (0 ,1), a0 +a1 +…+ak

=1 ,不妨令 a0 =min a i , i =1 , 2 , …, n ,则 a0 =1-

a1 -a2 -…-ak ,因此

　　‖a0 x 0 +a1 x 1 +…+akx k ‖ =‖a0(x0 +x1 +

…+xk)+(a1 -a0)x1 +(a2 -a0)x 2 +…+(ak -

a0)xk ‖ ≤a0 ‖ x0 +x1 +…+xk ‖ +(a1 -

a0)‖ x1 ‖ +(a2 -a0)‖x2 ‖ +…+(ak -a0)‖x k ‖

<a0(K +1)+(a1 -a0)+(a2 -a0)+…+(ak -a0)

=1 ,

即结论 ‖a0 x0 +a1 x 1 +…+akx k ‖ <1成立.反之 ,

对任意线性无关组 x0 , x1 , …, xk ∈ S(X),和ai ∈ (0 ,

1), i =0 ,1 , … , k ,且 a0 +a1 +…+ak =1 ,若 ‖ x0 +

x1 +…+x k ‖ =K +1 ,从而

　　‖
x0 +x1 +…+x k

k +1
‖ =1.

由 ai ∈ (0 ,1),且 a0 +a1 +…+ak =1 ,不妨令a0 =

a1 =… =ak = 1
K +1

,则

　　‖a0 x 0 +a1 x 1 +…+akx k ‖ =‖
x0

K +1
+

x1

K +1
+…+ x k

K +1
‖ = 1

K +1
‖ x0 +x 1 +…+

x k ‖ =1 ,
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与条件相矛盾 ,因此 ‖x0 +x1 +…+xk ‖ <K +1 ,

从而 X 是K -严格凸的.

　　定理 2.3　设 X 是 Banach空间 , X 是K -严格

凸的 ,当且仅当 X 上的任意连续线性泛函在S(X)上

至多 K 个点处达到它的范数(极大值).

　　证明 　设X 是K-严格凸的 ,对任意线性无关组

x0 , x1 , …, xk ∈ S(X),有

　　‖x0 +x 1 +…+xk ‖ <K +1.

假如存在 f ∈ X
＊和 x0 , x1 , …, xk 使得

　　f(x0)= f(x1)=… = f(xk)=‖ f ‖ =

max〈f , x〉,

则由 f 的线性性得

　　f(x
0 +x1 +…+xk

K +1
)= 1

K +1
(f(x0)+

f(x1)+…+f(xk))=‖ f ‖ .

从而可得

　　‖
x0 +x 1 +…+xk

K +1
‖ =1 ,

即 ‖ x0+x1+…+xk ‖ =K+1 ,与条件矛盾.反之 ,

对任意线性无关组 x0 , x1 , … , xk ∈ S(X),假如 ‖x0

+x1 +…+xk ‖ =K +1 ,可得

　　
x0 +x1 +…+xk

K +1
∈ S(X).

因此由 Hahn-Banach 延拓定理得:存在 f ∈ X
＊
,

‖ f ‖ =1 ,使得

　　f(
x0 +x1 +…+xk

K +1
) = ‖

x0 +x 1 +…+x k

K +1
‖ =1 ,

而 1 = f(
x 0 +x1 +…+xk

K +1
)= 1

K +1
(f(x 0)+

f(x1)+…+f(xk))≤ 1
K +1

‖ f(x0)‖ +

1
K +1

‖ f(x1)‖+…+ 1
K +1

‖ f(xk)‖ ≤1 ,由于

‖ f(x0)‖ ≤1 , ‖ f(x1)‖ ≤1 , …, ‖ f(xk)‖ <1 ,

所以 f(x 0)= f(x1)=… = f(xk)=1 ,即 f在K +

1个点上达到它的范数 ,与条件相矛盾 ,故结论成立.

　　定理2.4　设 X ,Y 都是Banach空间 ,且X 是K 1

-严格凸的 ,Y 是K 2-严格凸的 ,则直和 X  Y 是K 1

+K 2 +1-严格凸的.

　　证明 　X ,Y 都是 Banach空间 ,显然直和 X  Y

也是Banach空间.又由于X是K 1-严格凸的 ,Y 是K 2

-严格凸的 ,则对任意 X 中的线性无关组 x 0 , x1 , …,

xk
1
∈ X ,Y 中的线性无关组 y 0 , y1 , …, yk

2
∈ Y ,有

　　‖x0 +x1 +…+xk
1
‖ <‖x 0 ‖ +‖ x1 ‖ +…

+‖ xk1 ‖ ,

　　‖y 0 +y 1 +…+y k
2 ‖ <‖y0 ‖ +‖y 1 ‖ +…

+‖yk
2
‖.

而 X  Y 是直和 , 则任意 x0 , x 1 , … , xk
1
, y 0 , y 1 , … ,

yk
2
在直和 X  Y 空间中线性无关 ,因此 ‖x0 +x1 +

…+xk
1
+y 0 +y1 +… +yk

2
‖ <‖ x0 +x1 +…+

x k
1
‖ +‖y 0 +y1 +…+y k

2
‖ <‖x 0 ‖ +‖x 1 ‖ +

…+‖x k
1
‖ +‖y0 ‖+‖y 1 ‖ +…+‖y k

2
‖ ,故结

论成立.

　　推论2.1　X n ,n =1 ,2 , …都是 Banach空间 ,且

X n分别是K n-严格凸的 ,则 X 1  X 2  …  X n 是

K 1 +K 2 +…+K n +n-1-严格凸的.

　　注 　若直和 X  Y 是K 1 +K 2 +1-严格凸 ,并

不能推出 X 是K 1-严格凸 ,Y 是K 2-严格凸 ,并且 X

是 K 1-严格凸 ,也不能推出Y 是K 2-严格凸 ,同样Y

是 K 2-严格凸的 ,也不能推出 X 是K 1-严格凸.

　　定理 2.5　X ,Y 都是 Banach空间 ,且 X 是K 1-

严格凸的(或者Y 是K 2-严格凸的),则直和X  Y 是

K 1 +K 2 +1-严格凸的 ,当且仅当对任意线性无关组

x0 , x1 …xk
1
, y 0 , y 1 …y k

2
∈ S(X  Y), 其中 x0 , x 1 ,

… , x k
1 ∈ S(X)(或者 y0 , y 1 , … , y k

2 ∈ S(Y))及任意

0 ≠ f ∈ X
＊
,0 ≠g ∈ Y

＊
,有

　　‖ f(x0 +x 1 +… +x k
1
)+g(y 0 +y 1 +… +

yk
2
)‖ <(K 1 +1)‖ f ‖ +(K 2 +1)‖g‖ .

　　证明 　由X 是K 1-严格凸的 ,直和X  Y 是K 1

+K 2 +1-严格凸的 ,对任意线性无关组 x0 , x1 , … ,

x k
1
, y0 , y1 , …, y k

2
∈ S(X  Y), 其中 x 0 , x1 , …, x k

1

∈ S(X),则任意 0 ≠ f ∈ X
＊ ,有

　　‖ f(x0 +x1 +…+xk)‖ <(K +1)‖ f ‖ .

因此 ‖ f(x0 + x1 +…+x k
1
)+g(y0 +y 1 +… +

yk
2
)‖ ≤‖ f(x0 +x1 +…+xk

1
)‖+‖g(y 0+y1 +

…+y k
2)‖ <(K 1+1)‖ f ‖ +(K 2 +1)‖g‖ ,从而

结论成立.反之 ,对任何线性无关组 x0 , x1 , …, xk
1
,

y0 , y 1 , …, y k
2
∈ S(X  Y), 其中 x0 , x1 , … , xk

1
∈

S(X),若

　　‖ x0 +x1 +…+xk
1
+y 0 +y 1 +…+yk

2
)‖ =

K 1 +K 2 +2 ,由 Hahn-Banach延拓定理得:存在h ∈

(X  Y)＊ ,使得

　　‖h(x0 +x1 +…+xk1 +y0 +y1 +…+y k2)‖ =

‖ x0 +x1+…+xk
1
+y0 +y1 +…+yk

2
‖ =K 1 +K 2

+2.另一方面 ,由0 ≠ f ∈ X
＊ ,0≠g ∈ Y

＊的任意性 ,

不妨令 f =g =h ,且 ‖ f ‖ =‖g ‖ =‖h‖ =1 ,

则 ‖ f(x0 +x1 +…+xk
1
)+g(y0 +y 1+…+y k

2
)‖

=‖h(x 0+x 1+…+x k
1
)+h(y 0+y1 +…+y k

2
)‖

<(K 1 +1)‖h‖ +(K 2 +1)‖h ‖ =K 1 +K 2 +2 ,

与前面相矛盾 ,故直和X  Y 是K 1 +K 2 +1-严格凸
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的.

　　推论2.2　Xn ,n =1 ,2 , …都是Banach空间 ,X 1

是 K 1-严格凸的(或者 X 2是 K 2-严格凸的 , …,或者

X n 是K n-严格凸的)则直和 X 1  X 2  …  X n空

间是 K 1 +K 2 +…+K n +n -1-严格凸的 ,当且仅

当对任意线性无关组 x 10 , x11 , …, x 1k
1
, x 20 , x21 , …,

x2k
2
, …, xn0 , xn1 , …, x nk

n
∈ S(X 1  X 2  … X n),

其中 x10 , x11 , … , x1k1 ∈ S(X 1)(或者 x20 , x21 , …, x2k2
∈ S(X 2), … ,或者 xn0 , xn1 , … , xnk

n
∈ S(X n)), i =1 ,

2…, 及任意 f 1 ∈ X
＊
1 , f 2 ∈ X

＊
2 …f n ∈ X

＊
n , 有

‖ f 1(x10 +x11 +…+x1 k
1
+f 2(x20 +x21 +…+x 2k

2
)

+…+f n(xn0 +x n1 +…+xnk
n
)‖ <(K 1 +1)‖ f 1 ‖

+(K 2 +1)‖ f 2 ‖ +…+(K n +1)‖ f n ‖ .

　　定理 2.6　X ,Y 都是 Banach空间 ,且 X 是K 1-

严格凸的(或者Y 是K 2-严格凸的),则直和X  Y 空

间是 K 1 +K 2 +1-严格凸的 ,当且仅当对任意直和 X

 Y 空间中线性无关组 x 0 , x1 , …, xk
1
, y0 , y 1 , … , y k

2

∈ S(X  Y),其中 x 0 , x1 , …, x k
1
∈ S(X)(或者 y 0 ,

y1 , …, y k
2
∈ S(Y)),有

　　K 1 +K 2 -f(x1 +x 2 +…+xk
1)-g(y 1 +y2 +

…+yk
2
)>0 ,

其中 f ∈ J x , g ∈ J y , ‖ f ‖ =1 , ‖g ‖ =1.

　　证明 　不妨设 X是K 1-严格凸的 ,对直和 X  

Y 空间中任意线性无关组 x 0 , x1 , … , xk
1
, y 0 , y1 , …,

y k
2
∈ S(X  Y),其中 x0 , x1 , … , xk

1
∈ S(X),则 x0 ,

x1 , … , xk
1
∈ S(X),也是线性无关的 ,所以K 1 +K 2-

f(x1 +x 2 +…+xk
1)-g(y1 +y2 +…+yk

2)=K 1

+1-f(x0 +x1 +…+x k
1
)+K 2 +1-g(y 0 +y1 +

…+yk
2
)>K 1 +1-‖ x0 +x1 +…+x k

1
‖ +K 2 +

1 -‖y0 +y1 +…+y k
2 ‖ >0.反之 ,假若直和 X  

Y 不是K 1 +K 2 +1-严格凸的 ,则存在直和 X  Y 中

线性无关组 x0 , x1 , …, xk
1
, y0 , y 1 , … , y k

2
∈ S(X  

Y),使得

　　‖ x0 +x1 +…+x k
1
+y0 +y1 +…+y k

2
‖ =

K 1 +K 2 +2.

取 x =
x0 +x1 +…+xk

1
+y 0 +y1 +…+y k

2

K 1 +K 2 +2
, 其

中任意 f ∈ J X Y , ‖ f ‖ =1 , ‖ f ‖ =‖x‖ , f(x)

=1 ,则 f(x0 +x 1+…+xk
1 +y0 +y 1 +…+y k

2)=

K 1 +K 2 +2 ,由 f ,g的任意性 ,不妨令 f =g ,所以K 1

+K 2-f(x1 +x 2+…+xk
1
)-g(y 1+y2 +…+yk

2
)

=K 1 +K 2 +2 -f(x0 +x1 +…+xk
1
+y0 +y1 +

…+y k
2
)=0 , 与条件相矛盾 ,故结论成立.
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科学家开发出新型荧光标记工具

　　1962年科学家们首先在水母体内发现了绿色荧光蛋白(GFP),从那以后 ,这种神奇的蛋白质成为生物学

功能研究的重要工具之一 。在绿色荧光蛋白的帮助下 ,研究人员不仅能够成像观测基因表达和蛋白质动态 ,还

可以检测细胞内离子和小分子浓度 、酶活性 ,标记细胞或分子亚群 ,实现复杂的动力学时空分析 。这一突破性

的科学成果以其在后续数十年的生命科学研究中发挥的巨大作用 ,而获得了 2008年度的诺贝尔化学奖 。最近

美国科研人员利用 RNA 能够折叠形成复杂三维形状的特性 ,成功构建出“RNA-荧光基团”复合物 ,并命名为

“Spinach” 。这种被命名为“Spinach”的 RNA-荧光基团复合物是一种可以跟 GFP 蛋白媲美的新型荧光工具 ,

可用于追踪细胞内各种 RNA 的功能动态 。

　　目前在生物学中还存在大量围绕 RNA 的谜题 ,科学家们希望通过 Spinach 能够更深入地了解细胞中的

RNA 运输机制 ,以及它们在疾病中的受累情况。这一新技术将帮助科学家们揭开与人类生命活动及疾病相关

的 RNA 的神秘面纱。

(据科学网)
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