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摘要:利用特殊射影线性群 PS L(2 , 11)的连通 3 度弧传递陪集图的正规性 , 得到 PSL(2 , 11)的最小级连通 3 度

弧传递陪集图表示的级是 110.
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Abstract:By using no rmality o f connected cubic arc-t ransitive coset g raphs on PSL(2 , 11), the paper found that

PS L(2 , 11)has the minimum deg ree 110 GR o f connected cubic arc-transitive coset g raphs.
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　　群以它高度的抽象性和广泛的应用性在众多自

然科学领域中扮演着重要角色 ,其中尤以群作用最为

活跃 ,而群在图上的作用则是群作用的一个主要方

面.在群与图研究中 ,图的对称性一直是一个热门问

题 ,它主要通过图的自同构群的某些传递性来描述 ,

这些图类的典型代表有 Cayley 图和 Sabidussi 陪

集图.

　　寻找给定群 G的最小级图表示是一个有趣的问

题.王殿军研究了交错群 A5 的最小级传递图表示.

2003年 ,徐尚进[ 1] 证明绝大多数有限非交换单群的

连通 3度 G-弧传递陪集图是正规的 ,并且利用陪集

图的正规性给出有限非交换单群具有连通 3度弧传

递陪集图表示的充分条件.本文主要讨论有限非交换

单群 PS L(2 ,11)的最小级连通 3度弧传递陪集图表

示 ,证明了特殊射影线性群 PS L(2 , 11)的最小级连

通 3度弧传递陪集图表示的级是 110.

1　预备知识

　　定义 1.1　设 G是一个有限群 , T是其真子群 ,D

是若干个形如 Td T(d T)的双陪集的并 ,满足 D
-1

=D .取顶点集 V =[ G∶T] 为子群 T在G中全体右

陪集的集合 ,边集E ={{Tg , Tdg}|g ∈ G , d ∈ D}.

则图 Γ=(V ,E)称为 G关于 T 和D 的Sabidussi陪

集图.记作Γ∶=Sab(G , T ,D).当D是单个双陪集D

=TdT 时 ,简记 Γ∶=Sab(G , T ,d).对于陪集图 Γ

∶= Sab(G , T ,D), 当子群 T 无 核时 , 如 果 G

 Aut(Γ),则称 Γ关于 G是正规的;如果 A ut(Γ)=

G ,则称 Γ是G 的一个图表示 ,简称 GR .

　　引理1.1
[ 2]
　设Γ∶=Sab(G , T ,D)是 G关于 T

和 D 的 Sabidussi陪集图 ,则

　　(1)Γ是良定义的度数为|D∶T|的无向图.

　　(2)Aut(Γ)包含 G(依右乘变换),于是 Γ是点传

递图.顶点 Tg 在G 中的稳定子群是g
-1
Tg .

　　(3)Γ是连通的当且仅当 G =〈D〉.

　　(4)Γ是G-弧传递的当且仅当D =Tg iT 是一个

单个的双陪集.

　　引理1.2[ 3] 　设Γ是连通3度(H , s)-传递图 ,因

而 1 ≤ s ≤5.取 v ∈ V(Γ),并记 H v 为 H 的点稳定
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子 ,则

　　(1)当 s =1时 , H v  Z 3;

　　(2)当 s =2时 , H v  S3;

　　(3)当 s =3时 , H v  D12 ;

　　(4)当 s =4时 , H v  S4;

　　(5)当 s =5时 , H v  S4 ×Z 2.

　　引理 1.3[ 3] 　设 Γ是连通 3度弧传递图 , A∶=

Aut(Γ)是图 Γ的全自同构群.则对任一顶点 v ∈

v(Γ), v 在 A中的点稳定子群 Av 的阶整除48 =2
4
3.

　　设 Γ∶=Sab(G , T ,D)是陪集图 ,陪集 Tg 是其

中一个顶点 ,如果不计较代表元的选取 , Tg 在 A ∶=

Aut(Γ)中的点稳定子简记作 Ag .于是有

　　引理1.4
[ 1]
　(1)|V(Γ)|=|A∶Ag|=|G∶T|;

　　(2)A =GA g及G ∩ Ag =T
g
,特别G ∩ A1 =T ;

　　(3)|A∶G|=|A1∶T|.

　　引理1.5
[ 1]
　设Γ∶=Sab(G , T ,D)是Sabidussi

陪集图 ,则 Γ是G-弧传递图当且仅当D 是T 的单个

双陪集.这时存在 d T ,使 Γ∶=Sab(G , T ,d).

　　引理 1.6
[ 2]
　设G∶=PSL(2 ,q),则 G中真子群

在 G中的最小指数为q +1 ,除非 q =2 , 3 ,5 , 7 ,9.在

这些例外情况中 ,最小指数为q ,若q <9.当q=9时 ,

最小指数为 6.

　　引理 1.7
[ 1]
　设 G是有限非交换单群 ,满足

|G| |A8|且 G  A15 ,则每个连通 3度 G-弧传递

S abidussi陪集图 Γ∶=Sab(G , T ,d)都是正规的.

　　引理 1.8
[ 1]
　设 G是有限非交换单群 ,满足

25 |G|且 G  A7 , 则每个连通 3度 G-弧传递

S abidussi陪集图 Γ∶=Sab(G , T ,d)都是正规的.

　　引理 1.9[ 1] 　设 G是非交换单群 ,满足|G| 

|A8|且G  A15 ,或者2
5
 |G|且G  A7.设 T∶=

S ab(G , T , d)是 G的连通3度G-弧传递陪集图.则下

列各项成立:

　　(1)如果 T  Z 3 或 S3 ,则 T 是 s ≤3的 s-弧传

递图;

　　(2)如果 T  Z 6或 D1 2 ,则 T 是 3-弧传递图.

　　引理 1.10[ 3] 　设Γ是一个度数至少为3的 s-传

递图 ,且其围长是 g ,则 s ≤ 1
2
(g +2).

2　主要结果

　　定理 2.1　特殊射影线性群 PS L(2 ,11)不存在

级为

　　12 ,15 ,20 , 22 ,30 ,33 ,44 , 55 ,60 ,66 ,132 , 165

的连通 3度弧传递陪集图表示.

　　证明 　设G∶=PSL(2 ,11), Γ∶=Sab(G , T ,D)

是 G的连通 3度弧传递陪集图表示.

　　因为|V(Γ)|=|G∶T|,则|V(Γ)|必是 G中

子群 T 的指数 ,有|V(Γ)| |G|,即|V(Γ)|660

且根据引理 1.6 ,知|V(Γ)|≥12.这样

　　|V(Γ)|∈ {12 , 15 ,20 ,22 ,30 , 33 ,44 ,55 , 60 ,66 ,

110 ,132 ,165 ,220 ,330 ,660}.

因为 Γ的度数 Val(Γ)=3是奇数 ,再由正则性知

　　|V(Γ)|∈ {12 ,20 , 22 ,30 ,44 ,60 , 66 ,110 ,132 ,

220 ,330 ,660}.

由引理 1.3 , A 的点稳定子的阶|A1||48 =243.又

由引理 1.4的(2)知 T =G ∩ A1 ,得|T||48.这样

　　|V(Γ)|∈ {110 ,220 ,330 ,660}.

即特殊射影线性群 PS L(2 , 11)不存在级为 12 ,15 ,

20 ,22 ,30 , 33 ,44 ,55 , 60 ,66 ,132 ,165的连通 3度弧传

递陪集图表示.

　　定理2.2　特殊射影线性群 PS L(2 , 11)不存在

级为 330 ,660的连通 3度弧传递陪集图表示.

　　证明 　设G∶=PSL(2 ,11), Γ∶=Sab(G , T ,D)

是 G的连通 3度弧传递陪集图表示.

　　由定理 2.1知

　　|V(Γ)|∈ {110 ,220 ,330 ,660}.

如果|V(Γ)|=330 ,则|T|= 660
|V(Γ)|

=660
330
=2 ,

即 T  Z 2.由引理 1.2知 , A1 同构于 Z 3 , S3 ,D12 ,S4

或 S4 ×Z 2.因此|V(Γ)|≠330.显然|V(Γ)|≠

660 ,这样便有

　　|V(Γ)|∈ {110 ,220}.

即特殊射影线性群 PSL(2 ,11)不存在级为 330 ,660

的连通 3度弧传递陪集图表示.

　　定理2.3　特殊射影线性群 PS L(2 , 11)的连通

3度弧传递陪集图表示的最小级是 110.

　　证明 　设 G∶=PSL(2 ,11),考虑 G在其 Sylow

11-子群集 Sy l11(G)上的共轭作用 ,显然这个作用是

忠实的.由于|Sy l11(G)|=12 ,则G S 12.这时可取

G =〈 t , r〉,其中

　　t =(1 ,6 , 7)(2 ,3 ,4)(5 , 12 ,8)(9 , 11 ,10),

　　r =(1 ,3)(2 , 4)(5 , 6)(7 ,9)(8 ,10)(11 ,12).

　　选取 G的一个 3阶元

　　d =(1 ,5 ,3)(2 , 4 ,12)(6 , 9 ,10)(7 ,8 ,11),

及 T =〈a ,b〉  S 3 ,其中

　　a =(1 ,8 , 2)(3 ,9 ,7)(4 , 5 ,10)(6 ,11 ,12),

　　b =(1 ,6)(2 , 11)(3 ,10)(4 ,7)(5 , 9)(8 ,12).

则 G的Sabidussi陪集图Γ∶=Sab(G , T , d)是连通 3
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记 ω=max{ω0 +1 , ω1 +1 , …, ωm-1 +1}, Ψ={x(t)

∈ X ||x
(i)
|0 <ω, i =0 ,1 , 2 , … ,m -1}.那么 Ψ 

X 为一有界开集.因此 ,Lx ≠λN x ,对  c ∈ Dom(L)

∩ Ψ都成立.从而引理 3的条件(1)满足.又对任意

x ∈ Ker(L)∩  Ψ,有|x|=Ψ>d是一个常数 ,且

g1(x)>|q|0 .因此

　　QN x =-
1
T∫

T

0
g1(∫

0

-r
x(t+s)dα(s))dt ≠0.

如果我们令

　　H(x , μ)=-μx -
1 -μ
T ∫

T

0
g1(∫

0

-r
x(t +

s)dα(s))dt ,(x , μ)∈ Ψ×[ 0 , 1] ,

那么

　　H(x , μ)≠0 ,  (x , μ)∈ ( Ψ∩ Ker(L))×

[ 0 ,1] .

因此

　　deg{QN , Ψ∩ Ker(L),0}=deg{H(x ,0), Ψ∩

Ker(L),0}=deg{H(x ,1), Ψ∩ Ker(L),0}≠0.

从而引理 3的条件(2)和(3)满足.运用引理 3 ,我们

得出方程(13)在D(L)∩ Ψ中至少存在一个T-周期

解 x(t),即方程(4)至少存在一个 T-周期解 x(t),再

运用引理1可以证得方程(1)和(2)至少存在一个 T-

周期解 y(t).

　　类似地 ,我们又得到下面结论.

　　定理 2　假设 f 1(0)=0 ,∫
T

0
q(t)dt =0 ,如果存

在常数 a ≥0 , d >0 ,使得

　　(1)xg 1(x)<0 ,|g1(x)|>|q|0 ,  |x|>d;

　　(2) lim
|x|※+∞

sup
t ∈[ 0 , T]

|g1(x)|
|x |

≤a.

那么 ,当aT
2
M1 <1时 ,方程(4)至少存在一个 T-周

期解 ,进而方程(1)和(2)至少存在一个 T-周期解 ,

其中M1 与引理 2中的定义一致.
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度(G , s)-传递图.由引理 1.2和引理 1.9得2 ≤s ≤

3.易知(T , Td , Td 2 , Td3)是 Γ中的一个 3-圈 ,则 Γ

的围长 g(Γ)=3.由引理 1.10有 s ≤ 1
2
(3 +2)=

2.5 ,只能 s =2 ,所以 Γ是连通 3度(G , 2)-传递图.

　　易得 G =〈 T , d 〉, |V(Γ)|=|G∶T|=|660

∶6|=110及 Val(Γ)=|Td T ∶T|=|T∶T ∩ T
d

|=3 ,于是 G的Sabidussi陪集图 Γ∶=Sab(G , T ,d)

是连通3度(G , 2)-传递图 ,并且Γ还是G的一个级为

110的最小级 GR .
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