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摘要 ：引入广义同态映射的定义 ，将算子群的算子集进行扩充 ，得到一些有关算子群的结果 ，推广了经典的 Schur

  

定理 、 Fitting 定理和 Krull-Schmidt 定理等．
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在群的经典理论中 ，算子群（亦称 n 一 群）扮演着

  

重要的角色‘1~4]
． 借助算子群的概念 ，群论中的各种

  

不同的问题能够在统一的形式下进行处理 ， 这里所谓

  

的算子 ，实际意义是指群的 自同态 ，它包括群的 自同

  

态 、 自同构或内自同构等 ， 基于这样统一的思想 ，本文

  

中 ，我们将扩充算子的概念 ， 由此得到若干有关算子

  

群的结果 ，从而统一推广经典的算子群理论（见文献

 

 [3]的第 Ⅲ章第二节）．
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定义及引理

      

定义 l[5]

  

设 G ． ，G2 是群 ，映射，： Gi 一 G2 叫做

 

 Gi 到 G2 的广义 同态 映射 ， 如果 Va ，6 ∈ G ．， 等式

 

 (ab)f  =afbi 和 (ab)7=bra7 至少有一个成立 ． 当 厂为

  

反同态时 ，可简记为 Gi ～G2 ，

      

引理 l[5]

  

设 ，是群 G, 到群 G2 的映射 ， 如果

 

 Va ，6 ∈ Gl ，等式 (ab)7=afbf 和 (ab)7=bfa7 至少有
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一个成立 ，则 ，或者是同态映射或者是反同态映射 ．

      

引理 2c5]

  

设 ，是群 Gi 到 G2 的广义同态映射 ，

  

则下列结论成立 ：

     

 (l)lf  =1 ，（z
一1

）7 一 （工7 ）
．1

， Vr ∈ Gi ；

     

 (2)K — Ker 厂一 {r ∈ G1  l T7 — 1}q  G1 ，f+ ：

 

 G1/K — Gz ，aK 卜 f(a) 为广义同态单射 ；

     

 (3) Va ，6 ∈ Gi ，等式 afbf 一（ab ）’和abf  =(ba)f

  

至少有一个成立 ；

     

 (4)Gl
’ ≤ G2 ．

      

类似地 ，可以定义广义同构映射 、 广义 自同态映

  

射等 ． 为方便 ，恒以 Gnd(G) 表示群 G 的全体广义 自

  

同态组成的集合 ，Gut(G) 表示 G 的全体广义 自同构

  

组成的集合 ，其他符号和术语都是规范的 ． 容易验证 ，

  

对于映射的乘法 ，Gnd(G) 组成一个有单位元 的半

  

群 ，而 Gut(G) 组成一个群 ，称为 G 的广义 自同构群 ．

      

定义 2

  

设 G 是群 ，n 是一个集合 ，对任-
口 ∈

  

力 ，指定一个群 G 的广义 自同态 ： g 卜旷 ， Vg ∈ G ，则

  

称 G 为具有算子集n 的算子群 ，或称 G 为一个 (2  - 群 ．

  

不改变问题的实质 ，我们还可改换成另一种说法 ： 令

 

 n 为 Gnd(G) 的任一子集 ，称 (G ，n) 为 n 一 群 ．

      

定义 3

  

给定两个 n 一 群 G ． ，G2 ，称广义同态映

  

射厂： G, 一 G2 为算子广义同态（或 n- 广义同态），如

  

果 g
。 7

 =gf" ， Va ∈ n ，g ∈ G1 ·
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定义 4G 的子群 H 叫做 n 一 子群（可容许的），

  

如果 H8 ≤ H ， Va ∈ n ．

      

定义 5

  

称 n  - 群为不可约的 ，如果 G 没有非平

  

凡的正规 n  - 子群 ．

      

定义 6

  

称 力 一 群 G 为不可分解的 ，如果 G 不能

  

表成两个非平凡 n 一 子群的直积 ．

      

定义 7

  

对于无限 n 一 群 G ，合成 n  - 群列的存在

  

是有条件的 ． 这些条件即所谓无限群的有限性条件．

     

 (1) 关于 力 一 子群的升链条件 ：对于由 G 的 n- 子

  

群组成的上升群列 （升链）

     

 H, ≤ H2 ≤ H3 ≤ …
，

  

总可以找到正整数 彤 使 H 。
一 H 计，

一 …
．

     

 (2) 关于 力 一 子群的降链条件 ：对于由 G 的 n- 子

  

群组成的下降群列（降链）

     

 G1 ≥ Gz ≥ G3 ≥ …
，

  

总可以找到正整数 Ⅳ 使 G 。
一 G 抖，

一 …
．

      

定义 8

  

称 口 ∈ Gnd(G) 为 G 的正规广义 自同

  

态 ，如果 p 与 G 的所有内自同构可交换 ， 当 卢 为同态

  

时 ，就称为正规自同态 ，

      

定义 9

  

称 肚 ∈ Gnd(G) 为 n 一 群 G 的 (  - 广义

  

自同态 ，如果 p 与 n 中每个广义 自同态可交换 ． 当 P

  

为同态时 ，就称为 .(2 - 自同态 ；当卢为同态时 ，就称为 n

  

一 自反同态 ．

     

 G 的全体 n — 自同态的集合记作 Endn  (G) ，G 的

  

全体 n 一 广义 自同态的集合记作 Gn  dn (G). 我们以 1

  

记 G 到自身的恒等映射 ，而以 O 记 G 的每个元素映到

  

单位元素上的广义 自同态 ． 显然 ， 1 和 O 都是 G 的 n 一

  

广义 自同态 ．

      

定义 l0[3]

  

设 G 为群 ，卢，u ∈ End(G). 称 P ，U 为

  

可加的 ，并记 p+u=e ，如果映射 ￡ 仍为 G 之 自同态 ：

     

 e:g 卜 gug
”

， V  g ∈ G ．

      

定义 11

  

设 G 为群 ，卢 ，u 为 G 之反同态 ． 称 卢，U

  

为可加的 ，并记 U+u=e ，如果如下定义的映射 e 仍为

 

 G 之反同态 ：

     

 e：g 卜 gug
“

， Vg ∈ G ．

      

引理 3

  

设口 为n 一 群 G 的正规n 一 广义自同构 ，

  

则 u
． 1

亦为 G 的正规 n 一 广义自同构 ．

      

证明

  

对任意的 a ∈ ,Q及由g 诱导的内自同构

 

 a(g) ，则由定义 8 和定义 9 得 tn
 -

 cyi及 ∥ (g) 一

  

口(g) 卢· 将 以上两式左右乘 u-1 ， 即得 li-1口
- 掣

-1
及

  

∥
_1

盯(g) 一
盯(g) 卢

-1
． 引理 3 成立 ．

      

引理 4'31

  

设 p ，u ∈ End(G) ，则 产，u ∈ 可加的

  

充要条件为 9 与 G ” 元素间可交换 ．
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主要结果

    

命题 1

  

设 且 是群 G 的正规广义 自同态 ，则 G

 

 2

 

 <G ，并且对任意的 g ∈ G 有 gu  g-l ∈ Cc;  (Gr) 或

 

 g
”
g ∈ C(j(GP) ．

      

证明

  

对任意的 g ，h ∈ G ，以 a(g) 表示由 g 诱

  

导出的 G 内自同构 ，由 产 是正规广义 自同态 ，若 p 为

  

同态 ，显然 h 一 ∈ 9 ；若 p 为反同态 ，由引理 2(4) 也有

 

 ^一 ∈ 9 ． 由定义 8 又有 g-1hug  =h"s ’一 ^ “ s ’一 ∈ p ，

  

由此即得 G  q  G． 若 口 为同态 ，则 g  g-1h
一 ( gu  g-1)_1

  

一
99^

卢‘2 ’
（g

一
）P —

g
” h  a2 ’”

(g_1)P 一(g
 a'g)

 g-l ）
P  =hr ．

  

若 卢 为反同态 ， 由引理 2(1) ，有 ∥ ghu （旷 g ）
_1  -

 

 gu  hw
（x

 1
’
（g

一1
）一 一矿 ^a(s

 1)一 （g
一1

）一 一 （g-l  ho(g-l'g)
一  -

 

 ^一 ， 再由 h 的任意性即得结论 ，

      

命题 2

  

设卢 ∈ Gndn  (G) ，则 9 和 Ker/i 都是 G

  

的 Q 一 子群 ， 又若 I 是正规 n 一 广义 自同态 ，则 9 和

 

 Ker 口 都是 G 的正规 n 一 子群，

      

证明

  

对任意的 a ∈ n ，由定义 9 及引理 2(4) 得

 

 (G)
。 一酽 一 Gw ≤ p ，故由定义 4 ，G 是 G 的 n 一 子

  

群 ． 又对任意的 z ∈ Ker 岸 ，有 z 一 =1 ． 由定义 9 ，(la) 一

 

 =lin —zp-  la -1 ，即 r ∈ Ker ∥． 这说明 Ker 户是 G

  

的 n  - 子群 ． 若 ∥ 为同态 ，易知 Ker ∥_<

 

 G；若 P 为反同

  

态 ， 由引理 2(2) ，也有 KerP 旦G ． 那么 ，若户是正规广

  

义 自同态 ， 由命题 1 ，9  q  G.命题成立 ．

      

定理 I

  

设 G 是不可约 n 一 群 ，口 是 G 的正规力

  

一 广义 自同态 ． 若 1 ≠ 0 ，则 l 是 G 的正规n 一 广义 自同

  

构 ，并且 ∥
-1

亦然 ．

      

证明

  

一方面 ，因为 ll是 G 的正规力 一 广义 自同

  

态 ，由命题 2 ，G 是 G 的正规 n 一 子群 ． 再由 G 的不可

  

约性及 卢 ≠ 0 得 口 一 G ． 另一方面 ，Ker 也是 G 的正

  

规力 一 子群 ，再由 p ≠ 0 ，得 Kerp ≠ G ，于是 Ker/1
一 1 ．

  

这样 p 是 G 到自身上的一一映射 ，即 p 是 G 广义 自同

  

构 ． 因为 卢 是 G 的广义 自同构 ，当然 卢
-1

亦然 ． 由引理

 

 3，肚
一

是 G 的正规 n- 广义 自同构 ， 定理 1 成立 ，

      

定理 2

  

设 G 是 n 一 群 ，满足关于正规 n — 子群的

  

两个链条件 ，如果 F 是正规 (2  - 广义 自同态 ，则对充分

  

大的正整数 K 有 G 一 Crx × Ker 岸
”

，

      

证明

  

容易看出 ，对任意的正整数 m ，岸
“
也是 G

  

的正规 n — 广义 自同态 ． 由命题 2 ，9
”

<G 及 Ker 岸
”

 

 q  G． 考虑正规 力 一 群列 ：G ≥ Gr ≥ p2 ≥ …
，根据降

  

链条件 ，存在正整数 m 使 G 一
”

一 p
”1

一 …
．

      

再考虑正规 n — 群列 ：1 ≤ Kerp ≤ Kerp2 ≤ …
，

  

根据升链条件 ，存在正整数 行 使 KerP
” 一 Ker  p"+l

一

  

…
． 取 符 一 max(m ，72)，则有 Ker ∥ 一 Ker “

计1 一 … 和

  

∥ ：伊
^1

一 …

      

再证明这时必有 G  =  Gbr × Ker ∥ ．

      

由于 Gp' 和 Ker ∥ 都是 G 的正规 n- 子群 ，为完
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成证明只须证 Gr
‘

n  Ker  Pf=1 和 G 一驴
‘

． Ker 肚
。

．

  

设 g ∈ Gy'n  Ker 口
‘

，则有 g
一

‘

-1 ，并且存在 矗∈ G 使

 

 ，̂ 一
g ． 于是 h 一

“

=1 ． 这样 ^ ∈ Ker  yz' =Ker ∥ ，由此

  

又得 ^ 一
‘

-1 ， 即 g
一 1 ． 这证明∥ n  Ker 口

‘ 一 1 ． 再设

 

 g ∈ G ，则 g
一

”

∈ p
”

=CF
“

， 于是存在 g ∈ G 使 g/
一

 

 ^一
“

一 （̂ 一
‘ 一

，这时有 g
一

‘

（̂ 一‘

）一
‘

一 1 ． 当Ⅳ
。

为同态时 ，

  

（gh
 - ‘

）一
‘

-1 ， 所 以 gh
 -

一
‘

∈ Kerti
”

， 进一步有 g-

  

（gh-
一

‘

）． 矗一
‘

∈ Keru' ． C}r  =Gp
‘

．

Kerp
‘

． 当∥ 为反

  

同态时 ，（h- 一
‘

g ）， 一 1 ，所以 h- ，
g ∈ Ker)u

‘

，进而有 g

 

 =h 一
‘

（h- 一
29 ）∈ C]'

‘

．

Ker/1
。

， 定理 2 成立 ．

      

推论 1

  

设 G 是不可分解 D 一 群 ，满足关于正规

  

力 一 子群的两个链条件 ． 若 / 是 G 的正规 n 一 广义 自同

  

态 ，则或者∥为广义 自同构 ，或者∥一0 ，对某正整数 K

  

成立 ．

      

证明

  

由定理 2 ，对某正整数 K 有 G  =  0
‘

×

 

 Ke弘
‘

， 因为 G 不可分解 ，或者 9
‘

-1 ，或者 Kerll
‘ =1.

  

这就推出或者 卢
”

-0 ，或者 Kerp
一 1 ． 如果出现后者 ，

  

又有 Grr  =G ，于是 伊 =G ，即 ∥ 是广义 自同构 ．

      

推论 2

  

若 G 为 (  - 群 ，p ，U ∈ Endn  (G) ，且 产 ，u

  

可加 ，则 P+U ∈ Endn  (G). 又若弘 ，u 为正规力 一 自同

  

态 ，则 /+u 亦为正规 n 一 自同态 ．

      

证明

  

对任意的 g ∈ G ，a ∈ Q ，由定义 9 ，脾 一

 

 ap ，tn 一鲫 ． 若 口 为同态 ，则 g
‘一”’

4=(g
—
g

”)
。

-g
—
g

“ 一

 

 gwg
” 一

g
“一曲

． 若 a 为反同态 ， 由引理 4 ，g
‘一曲。 =  (g

—

 

 g
”

)9 一（矿 g
”）

。

-g
”
g

“
-g

”
g

”
=98

‘一曲
． 所以 a （口+u ）

  

一
(p+u)a ，从而 p+u ∈ Endn  (G). 以 a(g) 表由 g 诱

  

导出的 G 的 内 自同构 ， 由定 义 8 ，pcj(g)
一

a(g)P- ，

 

 tn(g)  =a(g)u ，所以 g
‘矿”’4'8 ’一 (999

”

)4'2
’

=gw'
”’

g
”‘8 ’

  

一
94'8

’”
g

“ 8 ’” 一
go(8

’‘一们
，即 盯(g)(p+u)

一 (∥+u) 盯(g) ，

  

于是 /1+u 亦为正规门 一 自同态 ．

      

命题 3

  

设 p ，u ∈ 为 G 的反同态 ，则∥ ，u 可加的

  

充要条件为 Gp 与 G ” 元素间可交换 ．

      

证明

 

 p，u 可加 甘 ￡ 一
∥ +u 是 G 的反 同态

  

㈢（gh ）小 一 ^小g
巾∞（gh ）P （gh ）

” -^ 一 ^
”

g
”
g

”㈢

 

 hu g"^
”

g
” -h'^ “

g
—
g

“

?g
一 ^ “ -h ”

gu,V  g,^ ∈ G.

      

推论 3

  

若 G 为 n  - 群 ，口 ，U ∈ 为 n- 自反同态 ，

  

且 户 ，u 可加 ，则 p+u 为n 一 自反同态 ． 又若 l
，u 为正规

 

 n 一 自反同态 ，则 口 +u 亦为正规 (2  - 自反同态 ，

      

命题 4

  

设 G 是不可分解 n 一 群 ，满足关于正规

  

力 一 子群的两个链条件 ．

’

      

若 l ．，P2 ，
…

，户， ∈ End(G) 是 G 的两两可加的正

  

规 n 一 自同态 ，且 ￡=111+  tt12+
…

+p ， 是 G 的自同构 ，

  

则存在一个 卢i ， 1 ≤ i ≤ s ，是 G 的自同构 ．

      

证明

  

只证明 s=2 的情况 ，对于 s>3 ，用归纳

  

法易得到 ． 现在设 卢 ，u ∈ End(G) 是 G 的可加的正规
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力 一 自同态 ． 令卢
7 一胆

一 1
，u7

 -
塘

-I
， 因为 ∥ ，U 可加 ， 由引

  

理 4 ，对 Vg ，h ∈ G 有 h 一
g

” =
 g 矗一

，用 e_1 作用于上式

  

两端 ，得到 h 一
’

g
”

’

-g
”

’

h'; ，即 卢
7

，u7 亦可加 ， 对任意的 g

  

∈ G ，a ∈ n ，设 a(g) 为 G 的内自同构 ． 由推论 2 ，e 为

  

正规 n  - 自同构 ，又由引理 3 ，￡
r1

亦为正规力 一 自同构 ．

  

所以 ∥
7

盯 (g) 一
胆

1
口(g) 一 胪 (g) ￡

_1 一 盯(g) 肛
一1 一

 

 a(g)y7 ，卢么一胆 _1a
一胆e_1=alie

“
=all7 ，从而 p7 为 n

  

一 自同态 ． 类似可证 ，u
 7

为n  - 自同态 ， 且 g
‘一

’

+u
’

’

-g
一

’

g
”

’

 

 -g
肛

_1

 9*_1
一 (∥ gu)e1 一 (gc)e

“
一

g ，即满足 岸7+u7

 

 =  1.于是有∥7u
 7一

∥
7

（1- 户
7

）一
(1-P7),tl

，

=u 么
7

，其中

 

 1 -弘
7

规定为 91
一

一
’

一
g （g

一 1
）一
,=g （g

一
‘

）
_1

， V  g ∈ G ． 假

  

定 肛
7

，U7 都不是 G 的自同构 ，由推论 1 ，对充分大的正

  

整数 K 有户
7
。 -0 ，U7

‘ -0 ． 于是 1 一 (∥7+ ￡，7)
孙 一

  

∑；竺。(2)  1'2k-
’
u

 7
’ -0 矛盾 ． 故 p

 7

，u7 中至少有一个 ，譬

  

如 户
7

是 自同构 ，于是 p
一

P ，￡也是 G 的 自同构 ．

      

命题 5

  

设 G 是不可分解力 一 群 ，满足关于正规

 

 n 一 子群的两个链条件 ， 若 G 的反同态卢，，ttz ，
…

，肛， 是

 

 G 的两两可加的正规n 一 自反同态 ，且 e 一
∥．+ 户z+ …

 

 +,1， 是 G 的反同构 ，则存在一个 lli，1 ≤ i≤ s ，是 G 的

  

反同构 ．

      

证明

  

只证明 s=2 的情况 ，对于 s>3 用归纳

  

法易得到 ， 现在设 口 ，u 是 G 的可加的正规 n 一 自反同

  

态 ． 令 ,7
一声

_1
，u7- 惦

-1
． 因为 ∥，U 可加 ，由命题 3 ，对

 

 \g ，矗∈ G ，^ 一
g

”

-g
”^ 一

，用 ￡
．1

作用于上式两端 ，得到

  

∥ 矗一 -h 一
g

。
， 即 /17 ，u7 亦可加 ． 容易验证 I7 ，u7 ∈

 

 End(G). 对任意的 g ∈ G ，口 ∈ 力 ，设 a(g) 为 G 的内自

  

同构 ． 由推论 3 ，e 为正规幻 一 自反同构 ，又由引理 3 ，e
叫

  

亦为正规 (  - 自反 同构 ， 所 以 产
’

d(g) 一 胆
_1

盯(g) 一

  

∥ (g) ￡
一 1 一 d(g) 胆

一 1 一 盯(g)p7 ，卢
7

口 一胆
．1

口
- 胆￡

一1=

 

 ape_1-  ap7 ，从而 P7 为 n 一 自同态 ． 类似可证 ，u7 为门 一

  

自同态 ． 且由命题 3 ，g
 c一

’

+u
’

， =
 gv'g

 u
‘

一
gV

。

19*1
一 (gu

 

 g
一 )

‘
1

一 （gg
”

）
t_1 一 (ge)e_1 一

g ，即满足 ∥7+u7 — 1 ．

  

于是有 i7u  7-/17（1
一

户
7

）一 （1-P
 7

’弘
7 一

u么
7

，其中 1-

  

卢
7

规定为 g1
一一 一

g （g
一1

）一
’

=g （矿 ）
_1

， V  g ∈ G ． 假定

  

弘
7

，u7 都不是 G 的自同构 ， 由推论 l ，对充分大的正整

  

数 ，c 有 p
～ =0 ，uk — 0 ． 于是 1 一

(p7+u7)h
一

  

喜。（尹）户!2k-1UiJ  =0 矛盾 ． 故卢
7

，u7 中至少有一个 ，譬如

  

户
7

是 自同构 ，于是 ,  -p7e 也是 G 的反同构．

      

定理 3

  

设 G 是 n  - 群 ，Gi ，
…

，G 。 是 G 的 n 一 子

  

群 ，并且 G=G, × … × G 。 ． 对于每个 i-l ，2 ，
…

，” ，如

  

下定义 G 的射影丌 。 ：若 g-gl
…

g ，． ，其中 g ， ∈ Gi ，
…

，

 

 g。 ∈ G ，， ，则规定 g
”

t —
g ．． 有 7r ， ∈ En  dn (G) ，i-l ，2 ，

  

…
，行 ，是 G 的两两可加的正规n 一 自同态 ，并且 玎．+ …

  

 :

  

 cv,

     

 II

 

 o

   

 II

   

 II

  

 '

 {-l

     

 II

  

 k

 

 r+

    

 II

 

 +
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行 ，i ≠ J ．

      

证明

  

设 g
—

g 】
…

g 。 ，矗一^l … 矗。 ，其中 g ． ，h ． ∈

 

 G， ，i=l ，
…

，n ， 则 gh  -91
…

g 。 hi … 九。
一

g 】^1 …

 

 g^ 。 ． 所以 （gh ）
”

， 一
g ：h ， -g

”
ih

”
，

，即 丌： 是 自同态 ． 又设

 

 a ∈ n ，因G ：

“

≤ G ， ，有 Gaz 一 (Ga)
”

， 一 (G ：… G ：)
”

r —

 

 G：

a  -G ”
，
8

，故 巩 ∈ Endn  (G).

      

又对 i ≠ 歹，G
”

， 一 Gi 和 G7rJ  =Gj 元素间可交换 ，

  

由引理 4 得 丌， ，7 可加 ． 而 g
”
，
扣’+ ”

n —
g

”
- …

g
”

” 一
91

…

 

 g。 -g ，g
丌

， 一（g
丌

， ）
丌
i  =(g ：)

”
， -9i  -g

丌
，

， g
”

，
丌

， =(g ：)0

 

 -1 ． 等式 丌l+ … + 丌。 =1 ，丌。

2 一 丌： ，丌，丌j  =O(i ≠ j)

  

成立 ．

      

定理 4G 是 n 一 群 ，Gi ，
…

，G 。 是 G 的 n- 子群 ，

  

并且 G=Gi × … × G 。 ， 对于每个 i-l ，2 ，
…

，他 ，如下

  

定义 G 的逆射影丌 。 ：若 g-g1
…

g 。 ，其中 9i ∈ Gi ，
…

，

 

 g。 ∈ G 。 ，则规定 g
”

z-g ：

-1
． 那么有 丌。 ，i=l ，2 ，

…
，” ，

  

是 G 的两两可加的正规 n 一 自反同态 ．

      

证明

  

设 g-g1
…

g 。 ，^ 一矗1
… ^ 。 ，其中g ， ，hi ∈

 

 G， ，i=l ，
…

，门 ． 则 gh  -gl
…

g 。 hi--^ 。
一 91^l

…

 

 g。 h 。 ， 所以（g 矗）
”

t 一 （g ，矗，）_1=h ：

_1

 9：_1=h
”

rg_ ，即 7r ．

  

是反同态 ， 又设 a ∈ n ，因G ，

。

≤ G 。 ，有 Ga7ri一 (p) ”
， 一

 

 (Gi… G ：)
”
i  =(G ，

“

)-1 一 (G ，-1)
“ =G ”

一
“

，故 丌。 为 (  - 自

  

反同态 ． 又对 i ≠ j ，G4z  =G 。 和 G ’ =Gj 元素间可交

  

换 ，由命题 3 得 丌， ，码 可加 ，

      

因为在直积分解式 中出现的子群 皆为正规子

  

群 ，故以下可假定 n 包含 G 的全部内自同构 ， 这样 (2-

  

子群就都是正规子群 ，n 一 广义 自同态也都是正规广

  

义同态 ．

      

定理 5

  

设 G ， H 是力 一 群 ． 如果 7r 是 G 到 H 的

 

 L(2 - 广义同态 ，∥ 是 H 到 G 的力 一 广义同态 ，且 7r/i 是 G

  

的广义 自同构 ，则 H=G ”

× Ker 肚 ·

      

证明

  

由于 p 和 Ker 口 都是 H 的力 一 子群 ，且

  

当假定 n 包含 H 的全部内自同构 ，它们也都是 H 的

  

正规子群 ， 因此为完成证明只须证 G  n  Ker 岸 =1 和

 

 H-G ”
． Ker “ ，

      

设 ^ ∈ Gr  n  Ker,u.则对某个 g ∈ G ，有 矗一旷 ，

  

同时又有 胪 -g
” 一 1 ． 因为犁 是 G 的广义 自同构 ，得

 

 g=l ，于是 矗-1 ． 这证明了 G ”

n  Kerp  =1.

      

又对任-h ∈ H ，有 胪 ∈ G ． 因 础 是 G 的广义

  

自同构 ，存在 g ∈ G 使 g
” 一 ^ 一

， 故当 肛 为同构时 ，

  

（hg-
丌

）一 =1 ，即 hg
一

∈ Ker/i. 于是由 h= （hg-
丌

）．
g

”

  

∈ Ker/1.G'r ，得 H-  G".Kerp.

      

当 ∥ 为反同构时 ，（g-
丌
h ）一 =1 ，即 g-rrh ∈ KerU.

  

于是 h=g
”

． （g-rrh ∈ Gr ．

Kerp. 也得 H=G' ．

Kerp_.

  

其他证明类似 ，

      

定理 6

  

设 G 是有限 n  - 群 ，则 G 可分解为有限

 

 4

  

个不可分解的 n 一 子群的直积 G=Gi × … × G ， ． 又若

 

 G=H, × … × H ， 也是 G 的不可分解 n 一 子群的直积

  

分解式 ，则有 r  -s ，并且对诸 H ， 适当编序后有 力 一 同

  

构 G ： 兰 Hi ，i-l ，
…

，r ．

      

证明

  

因为 G 是有限群 ，可分解性是显然的 ． 故

  

只须证唯一性 ． 对 r 用归纳法 ． 当 r=l ，这时 G 不可分

  

解 ，结论显然成立 ． 下面设 r>1 ． 假定 丌．，
…

，丌， 和iU ．，

  

…
，肚； 是对应于二分解式的射影 ，有

     

 1一 丌1+ … + 丌，
一 1 一

卢l+ … + 卢，，

  

由此推出

     

 7r1
一 （p1+

… + 卢，）ri

 

 =P1 玎1+ …
+p ，丌 1 ．

  

把上述映射限制在 G, 上 ，因 丌， 是 G, 的自同构 ，由命

  

题 4 ，卢，丌．，
…

，/ ，7r ， 中至少有一个是 G ， 的自同构 ， 不

  

妨设 口，丌， 是 G ． 的自同构． 考虑映射 G ．
』二 H ．

』-

 

 G． ， 由定理 5 ，H ．
=  GFi× Ker 丌，． 又因肚，必为单射 ，丌，

  

为满射 ，有 研． ≠ 1 ，K  er:rr1 ≠ H ，． 根据 H ， 的不可分

  

解性 ，得 研· -H ， ，K  er:rr， -1 ． 这样 肚，是 G ． 到 H ． 的

 

 n 一 同构 ，丌， 是 Hi 到 Gi 的 n 一 同构．

      

再证明G=H1  (Gz × … × G ， ) 也是直积 ，这只要

  

证单位元素 1 的表法唯一
， 令 1 一

h19z
…

g ， ，hi ∈

 

 Hi ，g2 ∈ G2 ，
…

，g ， ∈ G ， ，以 7『，作用于上式两端得 h71

 

 -1 ，因 丌， 是 H ． 到 G, 的力 一 同构 ，故得 hi 一 1 ． 于是又

  

有 g 。
…

g ， =l ，从而得到 g2  =1 ，
…

，g ， -1 ． 这样G —

 

 H． × G2 × … × G ， ． 又因G ≤ G ， 比较阶即得 G=Hi

  

× Gz × … × G ， ，于是 G/  Hi 兰 G2 × … × G ， ． 又因为

 

 G=H, × … × H ， ，有 G/  Hi 兰 H2 × … × H ， ， 所以

 

 G2 × … × G ， 兰 Hz × … × H ， ． 设 a 是上述同构中的

  

一个同构映射 ，则有国 × … × G  =H2 × … × H ， ． 于

  

是 由归纳假设得 r  -s ，并对诸 H ， 适当编序后有 G §兰

 

 H2 ，
…

，G:
～ H ， ， 而因 G ；兰 G ， ，故得 G 。 兰 H ， ，i=2 ，

  

…
，r ． 定理 6 证明完毕 ，
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