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摘要:以共轭洛仑兹型系统为基础提出一种改进的同步控制方法 ,应用该方法 ,给出共轭洛仑兹型系统同步的一

组充分条件及共轭洛仑兹型系统与洛仑兹型系统的异结构同步的数学模型 ,并用数值模拟来验证理论的正确性

和有效性 .数值模拟结果表明 ,状态变量的控制参数值越大 ,对应的状态变量同步所需时间越短 ;当控制参数的

最小值增大时 ,系统同步时间就减短 ;当 3个控制参数取相同值时 ,可以通过控制该参数值控制系统同步时间 .
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Abstract: Based on the conjugate Lorenz type chaotic sy stem, an improved method of chaotic

control and synchronization is proposed. Applying this method, a set of the sufficient conditions of

synchronization of conjugate Lorenz type chaotic systems and the mathematic model of

synchronization wi th different st ructure of conjugate Lorenz systems and Lo renz-type systems is

giv en. The numerical simulations illust rate that cont rol parameters are g rea ter, the value of the

corresponding state variables synch ronize the time required are shorter. When the control

parameters of the minimum increases, the sy stem synchronization synch ronize time shortened.

Under the condi tion that all of the control parameters are same, the synchronization of time is

controlled directly by the parameter values.
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　　混沌及其应用是非线性科学研究领域中的一个

热点问题 .现有的研究表明 ,混沌同步在保密通讯、信

号处理和生命科学等方面应用前景十分广泛 .近年

来 ,学者们已经提出了许多混沌同步控制的方

法
[1～ 5 ]

.目前具有代表性的混沌系统的控制与同步方

法有反馈控制、自适应控制、主动控制、脉冲控制

等 [4, 5 ] .

　　由于混沌系统的动力学行为非常复杂 ,到目前为

止人们熟知的混沌吸引子并不多 . Lo renz吸引子是

迄今为止被研究的最为深入的混沌吸引子 .最近

Yang等
[6 ]
基于 Lorenz型混沌系统的分类提出了一

族共轭 Lorenz型系统 (包含有共轭 Lorenz系统、共

轭 Chen系统和共轭 Lǜ系统 ):

　　

dx 1

dt
= a( x1 - x2 ) ,

dx 2

dt
= cx1 + dx2 + x 1x 3 ,

dx 3

dt
= - bx3 + x1x 2 ,

( 1)

其中 a > 0,b > 0,c+ d < 0. 由于共轭 Lo renz型系

统是一类与 Lo renz型系统密切相关的新型混沌系统

族 ,探讨它们的混沌机理 ,有助于我们更深入地研究

经典的 Lo renz系统 ,从而真正揭示 Lo renz吸引子的

几何结构 .

　　本文主要在上述文献的基础上 ,提出一类改进的

同步控制方法来研究共轭 Lorenz型系统的自同步以
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及与 Lo renz型系统之间的的异结构同步问题 .给出

共轭 Lo renz型系统同步的充分条件和同步速度 ,并

构建共轭 Lorenz型和 Lorenz型系统的异结构快速

同步的数学模型 ;还用数值模拟验证理论结果的正确

性和方法的可操作性 .数值模拟结果表明 ,控制参数

值越大 ,对应的状态变量同步所需时间越短 ;通过增

大最小控制参数值 , 就可以减短系统同步所需时间 .

1　同步控制方法

　　考虑非线性混沌连续时间系统:

　　 dx ( t ) /dt = f ( t ,x ( t ) ) . ( 2)

x ( t ) ∈ R
n
是一个 n维状态向量 , f ( )为 n维非线性函

数 .设 y ( t ) = ( y1 , y2 ,… , yn ) T是任意给定的 n维光滑

的参考信号 .若对 ( 2)式中第 i个状态变量 xi ( t )施加

控制:

　　ui = dxi ( t ) /dt + kixi ( t ) - d yi ( t ) /dt - ki yi ( t ) ,

( 3)

ki ( i = 1, 2,… ,n)为控制参数值 ,则响应系统为

　　dy ( t ) /dt = g ( t , y ( t ) ) + u. ( 4)

在 ( 3)式的控制下 , ( 1)式和 ( 4)式实现同步的条件是

误差信号 ei = yi - xi , i= 1, 2,… ,n,满足 lim
n→∞

|ei|= 0.

2　共轭 Lorenz型系统自同步控制

　 　假设驱动系统为 ( 1) .设 (y1 , y2 , y3 ) T是参考信

号 ,由 ( 3)式可知 ,控制器可假设为

　　

u1 ( t ) = (k1+ a)x 1 - ax 2 -

　　 (k1 + a)y1 + ay2 ,

u2 ( t ) = cx 1+ (k2+ d ) x2 + x1x 3 - cy1 -

　　 (k2 + d ) y2 - y1y3 ,

u3 ( t ) = (k3 - b) x3 + x 1x 2 - (k3 -

　　b) y3 - y1y2 .

( 5)

由 ( 4)式可知 ,响应系统可假设为

　　

dy1

dt
= a (y1 - y2 ) + u1 ( t ) ,

dy2

dt
= cy1 + y1y3 + dy2 + u2 ( t ) ,

dz 2

dt
= y1y2 - by3+ u3 ( t ) .

( 6)

定义误差状态:

　　

e1 = y1 - x 1 ,

e2 = y2 - x 2 ,

e3 = y3 - x 3 ,

( 7)

　　验证是否满足 lim
n→∞

|ei|= 0,即 ( 1)和 ( 6)是否同

步 .由 ( 6)式减去 ( 1)式得

　　

de1
dt

= ae1 - ae2 + u1 ( t ) ,

de2

dt
= ce1+ y1 y3 - x 1x 3 + de2 + u2 ( t ) ,

de3

dt
= y1y2 - x 1x 2 - be3+ u3 ( t ) .

假设 vi ( i = 1, 2, 3)如下所示:

　　

v1 = u1 ,

v2 = u2+ y1y3 - x 1x3 ,

v3 = u3+ y1y2 - x 2x2 ,

那么

　　

de1

dt
= ae1 - ae2 + v1 ,

de2
dt = ce1+ de2+ v2 ,

de3
dt

= - be3+ v3 ,

其中 vi为误差 ei ( i = 1, 2, 3)的控制输入信号 ,且存在

多种可能的选择 .只要这些反馈使误差 e1 ,e2和 e3在

时间 t趋于无穷大时收敛于零 ,且能够使误差系统稳

定 ,驱动和响应系统就能同步 .

　　定理 1　当 ki > 0( i= 1, 2, 3)时 ,系统 ( 8)在 ( 0,

0, 0) T处渐近稳定 ,即共轭 Lo renz型系统 ( 1)和 ( 6)同

步 ,且同步误差为 O (e- ki t ) ,即同步速度按时间 t的指

数级增长 .

　　证明　选取

　　

v1 ( t )

v2 ( t )

v3 ( t )

= A

e1 ( t )

e2 ( t )

e3 ( t )

,

其中 A是一个 3× 3的常数矩阵:

　　 A =

k1 - a a 0

- c k2 - d 0

0 0 k3+ b

.

故

　　

de1

dt
= - k1e1 ,

de2

dt
= - k2e2 ,

de3
dt = - k3e3 .

( 8)

容易求得系统 ( 8)的解为 ei = ei ( 0)e- k
i
t ,ei ( 0)为常数 .

当 t→ ∞时 ,ei ( t ) → 0,且 ei ( t ) = O (e- k
i
t ) ,即当 t→ ∞

时 ,误差系统 ( 8)以指数速率 O(e- k
i
t )收敛于全局平

衡点 e= 0.证明完毕 .

　　说明　当初值条件给定 ,那么 ki越大 ,对应的状

态变量 xi与 yi趋于同步的速度越快 .而混沌系统的

同步时间长短取决于控制参数的最小值 ,即控制参数
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的最小值越大 ,实现同步时间越短 .特别当 k1 = k2 =

k3 = k时 ,可以通过 k值来调节系统的同步速度 ,当 k

值越大 ,其同步速度越快 ,实现同步所需时间就越短 .

3　共轭 Lorenz型系统与 Lorenz型系统同步

控制

　　 Lorenz型系统
[7 ]方程为

　　

dy1

dt
= a1 (y2 - y1 ) ,

dy2

dt
= c1y1 + y1y3 + d1 y2 ,

dy3

dt
= y1y2 - b1y3 ,

( 9)

其中 a1 > 0,b1 > 0,c1+ d1 > 0.假设系统 ( 1)为驱动

系统 , ( y1 , y2 ,y3 ) T是参考信号 ,由 ( 3)式可知 ,控制器

可假设如下:

　　

u1 ( t ) = (K 1 + a )x 1 - ax 2+ ( - K 1+

　　a1 ) y1 - a1y2 ,

u2 ( t ) = cx 1+ ( K 2+ d )x 2 + x1x 3 - c1y1 -

　　 (K 2 + d1 ) y2 + y1y3 ,

u3 ( t ) = (K 2 - b) x3 + x1x 2 - ( K 3 -

　　b1 )y3 - y1y2 .

由 ( 4)式可知 ,响应系统为

　　

dy1

dt
= a1 ( y2 - y1 ) + u1 ,

dy2

dt
= c1y1 - y1y3+ d1y2 + u2 ,

dy3

dt
= y1y2 - b1y3 + u3 .

与前面讨论类似 ,我们也可以得到系统 ( 1)和系统

( 9)的异结构同步 .

　　定理 2　当 ki > 0( i = 1, 2, 3)时 ,则可实现系统

( 1) 和系统 ( 9) 的异结构同步 , 且同步误差为

O (e
- k

i
t
) ,即同步速度按时间 t的指数级增长 .

4　数值模拟

　　用 Matlab软件对以上讨论的结果进行数值模拟

来验证理论分析的正确性和有效性 .当参数 (k1 ,k2 ,

k3 )别为 ( 5, 10, 15)、 ( 20, 10, 15)、 ( 20, 20, 20)时 ,共轭

Lorenz型系统自同步控制误差曲线分别如图 1(a )～

( c)所示 .当参数 (k1 ,k2 ,k3 )分别为 ( 100, 200, 300)、

( 180, 200, 300)、 ( 210, 210, 210)时 ,共轭 Lorenz型系

统和 Lorenz型系统的异结构同步误差曲线分别如图

2( a )～ ( c)所示 .其中每次数值模拟均以 ( - 4. 15,

1. 5, 3. 3)为初值 .从图 1和图 2都可以看出 ,控制参

数值越大 ,对应的状态变量同步所需时间越短 ;当控

制参数的最小值增大时 ,系统同步时间就减短 ;当 3

个参数取相同值时 ,可以通过控制该参数值控制系统

同步时间 .

图 1　自同步误差曲线

　　 Fig . 1　 Err or curv es o f th e self-synch roniza tion

图 2　异结构同步误差曲线

　　 Fig. 2　 Er ror curv es of the synch roniza tion with div erse

str uctures

5　结束语

　 　本文以共轭 Lo renz型族系统 (共轭 Lorenz系

统、共轭 Chen系统和共轭 Lǜ 系统 )为基础提出一种

混沌控制方法 .该方法使控制参数的选择更加灵活和

符合实际需要 ;证明新的控制方法能实现同、异结构
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混沌系统精确同步 .数值模拟结果表明 ,该方法适合

于共轭 Lo renz型系统中任何系统的自同步控制和共

轭 Lorenz型族系统与 Lorenz型系统之间任何两系

统的异结构同步控制 .
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