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摘要:讨论同分布 ND序列的渐进正态问题 ,给出 ND序列的中心极限定理 ,在 NA的基础上得到了 ND条件下

同样的结果 ,并通过加进数列有界的控制 ,使得中心极限定理的证明过程得到进一步简化 .
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Abstract: This paper discusses the arrays of negativ ely dependent random variables, it is dif ficult to

study sequences of N D because common moment inequali ty of ND have not been given. In this paper

w e suppose that the series of numbers has a ma rginal. Then w e shall try to ex tend the limit theorem

to sequences of N D. The same result is obtained and the certification process is also simpli fied.
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　　 ND序列是蕴涵 NA负相依序列在内的一类随

机变量列 ,到目前为止还未建立起一般的 ND序列部

分和最大值的矩不等式 ,对这方面的研究显得较为困

难 ,所得结果还未达到独立情形的完善结果 .但是为

了解决问题 ,我们就想办法避开利用 NA序列部分和

最大值的矩不等式 ,寻求其他解决办法 .本文研究

ND序列的中心极限定理 ,将文献 [1 ]中 NA条件下

的定理 B推广到了 ND的情形 .

1　预备知识

　　对独立同分布的随机变量序列在二阶矩存在的

条件下有如下众所周知的中心极限定理 ,即

　　定理 A　设 {Xn ; n≥ 1}是独立同分布的随机序

列 ,_ = EXn , 0 < e2 = var Xn <∞ .则

　　P {
1

ne
(∑

n

k= 1
Xn - n_ ) < x }

d

H(x ) .

　　苏淳等
[1 ]
将独立的结果推广到 NA条件下进行

研究 ,得出结果如下:

　　定理 B　设 {Xn ; n≥ 1}是 NA同分布序列 ,有

EX 1 = 0, 0 < EX
2
1 < ∞及

　　 i) lim inf
n→∞

ES
2
n

n
= e

2
> 0;

　　 ii)存在自然数序列 {nk } ,对某 0 <T≤ 1,满足条

件

　　∑
∞

k= 1
(
mk

nk
)
1+ T/2

<∞ ,

　　 iii) j ∈ N ,随机变量 Sn
j- 1

,m
j
= ∑

m
j

k= n
j- 1

+ 1

Xk ,设

Sn
j- 1

, m
j
相互独立 ,则必有

　　
Sn

ES
2
n

d
N ( 0, 1) ,

其中 n0 = 0, 1 < n1 < n2 <… , Sm ,n = ∑
n

j= 1
X j+ m , Sn =

S0,n ,mk = nk - nk- 1 ,k≥ 1.

　　文献 [2]研究了线性负相依 ( LIND)随机序列的

中心极限定理 ,得出下面的结果:

　　定理 C　设 {Xni ; 1≤ i≤ mk ,n≥ 1}是线性负相

依的 ( L IND)随机变量列 , EXni = 0,

　　 S
′2
n = var(∑

m
n

i= 1

X ni ) →∞ ,∑
m
n

i= 1

E(X 2
ni I [|X

ni
|>XS′2

n
] ) =
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o( S′2n ) ,

　　
1
S
′2
n
∑
i < j
∑ cov (Xni , Xnj ) → 0,n→∞ ,

则

　　S′- 1
n ∑

m
n

i= 1

Xni
d

N ( 0, 1) .

　　定义 1. 1　称随机变量 X 1 ,X 2 ,X 3 ,… , Xn ,n≥ 2

是负相关 ( N A)的 ,若对 { 1, 2,… ,n}的任意两个非空

不交子集 A1和 A2 ,均有

　　 cov ( f 1 (X i; i∈ A1 ) , f 2 ( X j ; j∈ A2 ) )≤ 0,

( 1. 1)

其中 f 1和 f 2是使 ( 1. 1)式有意义且对各变元不降的

函数 .

　　称随机变量列 {Xn ; n≥ 2}是 NA的 ,如果对任意

的 n≥ 2,X 1 ,X 2 ,… , Xn是 NA的 .

　　 定义 1. 2　 称随机变量 X 和 Y 是负相依的

( ND) ,若对  x ,y ∈ R,有

　　P [X≤ x , Y≤ y ]≤ P [X≤ x ]P [Y≤ y ] ,

( 1. 2)

称随机变量列 {Xn ; n≥ 1}是两两负相依 ( PN D)的 ,

如果对任意两个不同的随机变量 X i , X j满足 ( 1. 2)

式 .

　　注意到对 x , y∈ R , ( 1. 2)式蕴涵

　　P [X > x , Y > y ]≤ P [X > x ]P [X > x ].

( 1. 3)

同时也可以验证 ( 1. 3)式蕴涵 ( 1. 2)式 .因此 , ( 1. 2)

式和 ( 1. 3)式是等价的 . 文献 [3]指出 ( 1. 2) 式和

( 1. 3)式对于 3个或 3个以上的随机变量 , ( 1. 2)式和

( 1. 3)式互不包含 .现考虑两两独立随机变量 X 1 ,X 2

和 X3 ,假设 ( X 1 , X2 ,X 3 )取值为 ( 0, 1, 1) , ( 1, 0, 1) ,

( 1, 1, 0)和 ( 0, 0, 0) ,且取到每组值的概率均为
1
4 .由

于 X 1 , X 2和 X 3两两独立 ,因此他们都使 ( 1. 2)式和

( 1. 3)式成立 .然而对所有的 x1 ,x 2和 x3 ,可以验证

　　P [X 1 > x1 ,X 2 > x 2 , X 3 > x 3 ]≤ P [X 1 >

x1 ]P [X 2 > x 2 ]P [X 3 > x3 ] , ( 1. 4)

但是

　　P [X 1≤ 0,X 2≤ 0, X 3≤ 0 ] =
1
4
>

1
8
=

P [X 1≤ 0]P [X2≤ 0]P [X 3≤ 0 ].

　　 再设 ( X 1 , X 2 , X3 )取值 { ( 1, 0, 0) , ( 0, 1, 0) , ( 0,

0, 1) , ( 1, 1, 1) } ,取到每组值的概率均为
1
4
,当 x1 =

0, x2 = 0,x 3 = 0时并不满足 ( 1. 4)式 ,但是可以验证

对于任意 x 1 ,x 2 , x3

　　P [X 1 ≤ x1 ,X 2 ≤ x 2 , X 3 ≤ x 3 ]≤ P [X 1 ≤

x1 ]P [X 2≤ x 2 ]P [X 3≤ x3 ]

成立 .因此 ,给出下面 ND随机变量的定义

　　定义 1. 3　称随机变量 X 1 ,… , Xn是 ND的 ,如

果对所有的实数 x1 ,… , xn ,有

　　 P [∩
n

j= 1
( X j ≤ x j ) ]≤∏

n

j= 1

P [X j ≤ x j ] , ( 1. 5)

和

　　 P [∩
n

j= 1
( X j > x j ) ]≤∏

n

j= 1
[X j > x j ]. ( 1. 6)

随机变量序列 {Xn ; n≥ 1}称为 ND的 ,若其中的任意

有限子序列 X1 ,… ,Xn是 ND的 .

　　 Lehmann [4 ]给出了 PN D的定义 , Bo zo rgnia等 [ 5]

给出了 ND的定义 , Joag-Dev等 [6 ]提出了 NA的概念 .

这些相依随机变量的概念在可靠性理论上有较广泛

的应用 .从定义易知 NA包含 ND,而 ND并不包含

NA.

　　定义 1. 4　称 {X i }是线性负相依的 ( L IND) ,如

果对任意不相交的子集 A, B和λ∈ R,∑ k∈ AλkXk和

∑ l∈ BλlX l 均是负相依的 .

　　比较 ND和 LIND的定义 ,下面的例子表明在线

性条件下多个随机变量序列并不能保持 ND性 .

　　例 1　设 X i是三元随机变量 ,且概率 P( X i = 1)

= 0. 5, i = 1, 2, 3.设 ( X1 ,X 2 ,X 3 )取值 ( 0, 0, 1) , ( 0,

1, 0) , ( 1, 0, 0)和 ( 1, 1, 1) ,且取到每个值的概率均是

1
4
.易知它们满足 ND的条件 ,但是

　　 P (X 1+ X 3≤ 1,X 2≤ 0) =
4
8
> P (X 1+ X 3≤

1)P ( X2≤ 0) =
3
8
.

从式子得 X 1 + X3和 X 2不是 ND的 .

　　引理 1. 1
[5 ]
　设 X 1 ,… ,X n是 ND随机序列 , { f n ;

n≥ 1} 是非升 (或非降 ) 的 Borel函数序列 , 则

{ f n ( Xn ) ; n≥ 1}仍是 ND的 .

　　引理 1. 2
[1 ]
　设 X1 ,… ,Xn是非负 ND随机序列 ,

则 E (X 1X 2… Xn )≤ EX 1EX 2… EXn .

　　引理 1. 3　设 {Xn ; n≥ 1}是 ND随机序列 , EXn

= 0, E|Xn|
p
< ∞ , p≥ 2.记

　　Bn = ∑
n

i= 1
EX

2
i ,则

　　 P (|Sn|≥ x )≤∑
n

i= 1
P (|X i|≥ x /t ) + 2e

t
( 1+

x
2

tBn
) - t , x , t > 0, ( 1. 7)

　　 E|Sn|
p
≤ cp {∑

n

i= 1
E|X i|

p
+ (∑

n

i= 1
EX

2
i )

p
2 } . ( 1. 8)

其中 cp > 0只依赖于 p.

　　证明 　 令T> 0,且记 X
′
i = min(X i ,T) , S

′
n =
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∑
n

i= 1

X
′
i ,由引理 1. 1易知 {X′i ; i≥ 1}也是 ND序列 ,注

意到 ( ex - 1 - x ) /x 2是关于 x的非降函数 ,且对任意

的 t > 0,有 tX
′
i≤ tT,EX′i ≤ EX i , 则

　　E ( etX
′
i ) = 1+ tEX

′
i + E(

etX
′
i - 1 - tX

′
i

t
2
X
′2
i

t
2
X
′2
i )≤

1+ tEX i + ( etT - 1 - tT)T- 2
EX

2
i ≤ exp{ ( etT- 1 -

tT)T
- 2
EX

2
i }. ( 1. 9)

这里最后一个不等式由 1+ x≤ ex , x∈ R可得 .记

Bn = ∑
n

i= 1

EX
2
i ,由于 {Xn ; n≥ 1}是 ND的 .从 ( 1. 9)式

和引理 1. 2得 ,对任意的 x > 0,h > 0,可得

　　 e- hx E ( eh S
′
n ) = e- hx E (∏

n

i= 1

ehX
′
i )≤ e- hx∏

n

i= 1

EehX
′
i ≤

exp{ - hx+ ( ehT - 1 - hT)×T- 2
Bn } , ( 1. 10)

　　又令 h =
1
T

ln(
xT
Bn

+ 1) > 0,

　　 ( e
hT

- 1 - hT)T
- 2
Bn =

x
T-

Bn

T
2 ln(

xT
Bn

+ 1)≤
x
T,

将之代入 ( 1. 10)式 ,可进一步得

　　 e
- hx
E ( e

h S′
n )≤ exp{

x
T

-
x
T

ln(
xT
Bn

+ 1) }.

令 t =
x
T代入上面不等式 ,得

　　P ( Sn≥ x )≤∑
n

i= 1

P (X i≥ x ) + P ( S′n≥ x )≤

∑
n

i= 1

P (X i≥ x ) + e- hx E eh S
′
n ≤∑

n

i= 1

P( X i≥
x
t
) +

exp{t - t ln(
x
2

tBn
+ 1) } = ∑

n

i= 1
P( X i≥

x
t
) + et ( 1+

x
2

tBn
) - t .

在上式中用 - X i代替 X i ,得

　　P ( - Sn≥ x )≤∑
n

i= 1
P ( - X i ≥

x
t
) + e

t
( 1+

x
2

tBn
)
- t
.

有

　　P (|Sn|≥ x ) = P ( Sn≥ x ) + P( Sn≤ - x )≤

∑
n

i= 1
P (|X i|≥ x /t ) + 2et ( 1+

x
2

tBn
) - t .

因此 ( 1. 7)式得证 .

　　 再令 t = p, 由 E|X|
p
= p∫

+ ∞

0
x
p- 1
P (|X|≥

x )dx ,可得

　　E|Sn|
p

= p∫
+ ∞

0
x
p - 1
P (|Sn| ≥ x ) dx ≤

p∑
n

i= 1
∫

+ ∞

0
x
p- 1
P (|X i|≥

x
p
) dx + 2p ep∫

+ ∞

0
x
p - 1 ( 1+

x
2

pBn
) - pdx = p

p∑
n

i= 1

E|X i|p +

pep (pBn )
p
2∫

+ ∞

0

u
p
2
- 1

( 1+ u) p
du = p

p∑
n

i= 1

E|X i|p +

p
p
2
+ 1epB (

p
2
,
p
2
)B

p
2n ≤ cp {∑

n

i= 1
E|X i|p+ (∑

n

i= 1
EX

2
i )

p
2 } ,

其中 B (T,U) =∫
1

0
x
T- 1

( 1 - x )
U- 1

dx =∫
+ ∞

0
x
T- 1

( 1+

x ) - (T+ U) dx ,T,U> 0是 Beta函数 ,

　　 cp = max ( pp , p1+
p
2 epB (

p
2
,
p
2
) ) .

因此 ( 1. 8)式得证 .

　　定义 1. 5　假设 f是 R上的实函数 ,对某T( 0 <

T≤ 1)满足下列条件

　　‖ f‖ T sup{|f (x ) - f (y )|/|x - y|
T
; x∈ R ,

y∈ R } ,

　　YT= { f ; R→ R,‖ f‖ T < ∞ } .

　　引理 1. 4[7 ]　设 X 1 ,… , Xn是独立随机变量 , EX j

= 0,对某T( 0 < T≤ 1)和 j ( j = 1,… ,n) .假设函数

f 在 R上二阶可导 ,并满足 ‖ f″‖ T < ∞ .则

　　|Ef ( Sn /sn ) -∫f dΥ|≤
‖ f″‖ Ts

- 2-T
n ∑

n

j= 1
E|X j|

2+ T
,

　　其中 sn = ( ES2n ) 1 /2 = (∑
n

j= 1
EX

2
j ) 1 /2 ,Υ是标准正态

分布 .

2　主要结果

　　定理 1　设 {X i ; i∈ N }是 ND同分布序列 , EX 1

= 0, 0 < EX
2
1 < ∞及

　　 i) lim inf
n→∞

ES
2
n

n
= e2 > 0;

　　 ii)存在严格上升的自然数列 {nk } ,满足 mk =

nk - nk- 1 , k≥ 1,且存在 M > 0(M ∈ R) ,满足 supmk

≤ M < ∞ ;

　　 iii) Sn
j - 1

m
j
是独立序列 ,其中 Sn

j - 1
m
j
= ∑

n
j

k= n
j- 1

+ 1

Xk ,

则

　　
Sn

ES
2
n

d
N ( 0, 1) , ( 2. 1)

其中 n0 = 0, 1 < n1 < n2 <… , Sm ,n = ∑
n

j= 1
X j+ m , Sn =

S0,n .

　　先来为证明定理 1做些准备 .

　　第一 ,在定理 1的条件 i)之下 ,对充分大的 n,都

有 ES
2
n≥ cn.对任意的X> 0,有

　　 P ( max
1≤ j≤m

k

|Sn
k- 1

j|> X nk- 1 )≤ P (∑
m
k

j= 1

|Sn
k- 1

j|>
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X nk- 1 )≤
E (∑

m
k

j= 1

|Sn
k- 1

j|) 2

X2
nk- 1

.

因此 {X i; i∈ N }是 ND同分布序列 ,且满足 0 < EX 2
1

< ∞ , supmk≤ M < ∞ ,得

　　
E (∑

m
k

j= 1
|Sn

k- 1
j|) 2

X
2
nk- 1

≤
cm

4
k EX

2
1

X
2
nk - 1

 c
1
nk- 1
→ 0,k→∞ .

由此知为了证明 ( 2. 1)式 ,现在仅需证明

　　
Sn
k

ESnk

d

N ( 0, 1) . ( 2. 2)

　　第二 ,假设 X1 ,… ,Xn是同分布序列 ,有 EX 1 = 0

和 0 < EX
2
1 < ∞ ,对 j∈ N .令

　　X~ j = - j I ( X
j
< - j ) + X j I (|X

j
|≤ j ) +

j I (X
j
> j ) , Yj = X

~
j - EX

~
j , Zj = X j - Y j .

则 X
~

j ,Y j , Zj 都是 X j的非降函数 ,因此由引理 1. 1知

{X~ j } , {Yj } , {Zj }都分别仍是 ND序列 ,且有 EY j = 0,

EZj = EX j - EYj = 0, Zj = X j - X
~
j + EX

~
j = ( X j

- X
~

j ) - E (X j - X
~

j ) .

因此 ,由 ND性

　　 1
n
E (∑

n

j= 1

Zj ) 2≤ 1
n∑

n

j= 1

EZ
2
j ≤ 1

n∑
n

j= 1

E (X j -

X
~

j ) 2 = 1
n∑

n

j= 1

E( X j - X
~

j ) 2 ( I (|X
j
|≤ j ) +

I (|X
j
|> j ) ) ]≤ 1

n∑
n

j= 1

[EX 2
j I (|X

j
|> j ) + jP (|X j|>

j ) ] = 1
n∑

n

j= 1

[EX 2
1I (|X

1
|> j ) + jP (|X 1| >

j ) ]≤ 2
n∑

n

j= 1

EX
2
1I (|X

1
|> j ) .

于是由 EX
2
1 < ∞ ,立知

　　 lim
n→∞

1
n
E(∑

n

j= 1

Zj ) 2 = 0.

从而对 X> 0,均有

　　P (
1

n
|∑

n

j= 1

Zj|> X)≤
1
X2
n
E (∑

n

j= 1

Zj ) 2→ 0.

( 2. 3)

又由于

　　
1
n
E (∑

n

j= 1

Yj ) 2 =
1
n
E (∑

n

j= 1

(X j - Zj ) ) 2 =
1
n
ES

2
n+

1
n
E(∑

n

j= 1

Zj ) 2 -
2
n
E [Sn (∑

n

j= 1

Zj ) ]. ( 2. 4)

由 Ho
¨
lder不等式 ,得

　　 1
n
E [Sn (∑

n

j= 1

Zj ) ]≤

( 1
n
ES

2
n ) 1 /2 ( 1

n
E(∑

n

j= 1

Zj ) 2 )
1
2≤

( EX 2
1 ) 1 /2 ( 1

n
E (∑

n

j= 1

Zj ) 2 )
1
2→ 0. ( 2. 5)

因此 ,得

　　 lim inf
n→∞

E (∑
n

j= 1
Yj ) 2

n
= lim inf

n→∞

1
n
ES

2
n = e

2
> 0.

( 2. 6)

综合上面证明 ,即知要证明 ( 2. 2)式 ,只需证明

　　
(∑
n
k

j= 1
Y j )

E (∑
n
k

j= 1
Yj )

2

d

N ( 0, 1) ,k→∞ . ( 2. 7)

　　第三 ,
1
mk
E (∑

m
k

j= 1

Zn
k+ 1

+ j ) 2≤

1
mk

[∑
mk

j= 1
EX

2
1I (|X

1
|> n

k- 1
+ j ) + (nk- 1 + j ) P(|X 1|>

nk- 1 + j ) ]2EX 2
1I (|X

1
|> n

k- 1
) → 0,k→∞ .

因此 ,得

　　 lim
k→∞

1
mk
E (∑

m
k

j= 1

Yn
k+ 1

+ j ) 2 = lim
k→∞

1
mk
E(∑

m
k

j= 1

Xn
k+ 1

+ j ) 2=

lim
k→∞

1
mk
ES

2
n
k- 1

, m
k = e

2
,k→∞ .

以上 3点为定理 1的证明起到了简化作用 .

　　定理 1的证明　记 Uk = ∑
m
k

j= 1

Yn
k- 1

+ j , Tk =

∑
k

j= 1

Uj = ∑
n
k

j= 1

Y j ,

Gk (u ) = P (
Tk

ET
2
k

< u ) ,u∈ R. ( 2. 8)

因此 ,由上面的准备工作和定理 1条件 iii)得 , {Uk ; k

∈ N }为独立随机变量序列 ,且 EUk = 0,E|Uk|p <

∞ , p > 0.因此 ,为证明 ( 2. 2)式的结论 ,只需证明

 u∈ R ,有

　　 lim
k→∞

Gk (u) = Υ(u ) , ( 2. 9)

其中Υ(u )为标准正态分布函数 .

　　取定 u∈ R ,对每个X∈ ( 0, 1 ] ,构造函数

　　 fX, gX: R→ R,

使它们均 3次可导 ,并且

　　 ( 1) 0≤ fX( x )≤ 1, 0≤ gX( x )≤ 1;

　　 ( 2) fX( x ) =
1,x≤ u

0,x≥ u+ X
,gX(x ) =

1,x≤ u - X

0,x≥ u
;

　　 ( 3)对定理 1条件 ii)中的 0 < T≤ 1,有

　　‖ f
″
X‖ T≤ cX

- 2-T
,‖ g

″
X‖ T≤ cX

- 2-T
,
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事实上 ,对X= 1,易知满足上述条件的函数存在 ,对 0

< X< 1,只要令

　　 fX(x ) = f 1 (u +
x - u
X

) , gX( x ) = g1 (u +

x - u
X

) .

不难看出 ,对任何 0 <X< 1,都有

　　EgX [
Tk

ET
2
k

]≤ Gk (u )≤ EfX [
Tk

ET
2
k

] ,

　　EgX [
Tk

ET
2
k

] - Υ(u ) ≤ Gk (u ) - Υ(u) ≤

E fX [
Tk

ET
2
k

] - Υ(u) .

因此有

　　|Gk (u) - Υ(u )|≤∑
2

j= 1
I j (X,k ) + ∑

2

j= 1
J j (X) ,

其中 I1 (X,k ) = |EfX(
Tk

ET
2
k

) -∫fXdΥ|, I2 (X,k ) =

2|EgX(
Tk

ET
2
k

) -∫gXdΥ|,

　　 J 1 (X) = |∫fXdΥ- Υ(u)|, J 2 (X) = 2|∫gXdΥ -

Υ(u)|.

显然有

　　 J 1 (X) + J 2 (X)≤∫
u+ X

u
|fX|dΥ+ 2∫

u

u-X
|gX|dΥ≤

2∫
u+ X

u -X
dΥ(u )≤

4X
2π

.

因此只要X> 0足够小 ,就可以使 J 1 (X) + J2 (X)小到

任何需要的程度 .于是为证结论 ,只需对任何取定的

足够小的X> 0证明 limI j (X,k ) = 0, j = 1, 2.二者证

明类似 ,故仅证 j = 1的情形 ,由引理 1. 4,得

　　 I1 (X,k )≤ c‖ f
″
X‖ T( ET 2

k ) - 1-T/2∑
k

j= 1

E|Uj|2+ T.

( 2. 10)

　　由 Uk = ∑
m
k

j= 1
Yn

k- 1
+ j和 EYn

k
= 0知 {Uk }是 ND序

列 .由引理 1. 3知

　　E|Uk|2+ T≤ cp (∑
m
k

j= 1

E|Yn
k- 1

+ j|2+ T+

(∑
m
k

j= 1
EY

2
n
k- 1

+ j )
1+ T/2

)≤ cp (∑
m
k

j= 1
E|Ynk- 1

+ j|
2+ T

+

(mkEX
2
1 )

1+ T/2
. ( 2. 11)

且 由 supmk ≤ M < ∞ 和 EX
2
1 < ∞ , 得

∑
∞

j= 1

(
mkEX

2
1

nk
) 1+ T/2 <∞ .又由 Kronecker引理 ,得

　　 lim
k→∞

n
- 1-T/2
k ∑

k

j= 1

(mj EX
2
1 ) 1+ T/2 = 0. ( 2. 12)

又 Yj = X
~
j - EX

~
j ,由 cr不等式得

　　 E|Yj|
2+ T
≤ c2+ T(E|X~ j|

2+ T
+ ( E|X~ j|)

2+ T
) ≤

c2+ T( E|X~ j|2+ T+ E|X~ j|2+ T) = 2c2+ TE|X~ j|2+ T.

进而得

　　∑
∞

j= 1
j
- 1-T/2

E|X~ j|
2+ T

=

∑
∞

j= 1
j
- 1-T/2

E|X~ j|
2+ T

( I (|X
j
|≤ j ) + I (|X

j
|> j ) ) =

∑
∞

j= 1

j
- 1-T/2

E|X j|2+ T
I (|X

j
|≤ j ) + ∑

∞

j= 1

P (|X j| >

j ) .

由 {X i; i∈ N }的同分布性和 EX
2
1 < ∞ ,知

　　 A2 = ∑
∞

j= 1
P(|X j|> j ) = ∑

∞

j= 1
P (X

2
1 > j ) <

∞ .

并且有

　　 A1 = ∑
∞

j= 1
j
- 1-T/2

E|X j|
2+ T
I (|X j|≤ j ) =

∑
∞

j= 1
j
- 1-T/2

E|X 1|
2+ T
I (|X

j
|≤ j ) =

∑
∞

j= 1

j
- 1-T/2∑

j

l= 1

E|X 1|2+ T
I ( l- 1 < x2

1
≤ l) =

∑
∞

l= 1

E|X 1|2+ T
I (l - 1 <X 2

1
≤ l)∑

∞

j= 1

j
- 1-T/2≤

c∑
∞

l= 1
l
-T/2

E|X 1|
2+ T
I ( l- 1 <|X

1
|≤ l ) ≤

c∑
∞

l= 1
E|X1|

2
I ( l- 1 < X

2
1
≤ l ) = EX

2
1 < ∞ .

因此

　　∑
∞

j= 1

j
- 1-T/2

E|X~ j|2+ T A1 + A2 < ∞ .

由 Kronecker引理 ,得

　　 lim
k→∞
n
- 1-T/2
k ∑

n
k

j= 1
E|Yj|

2+ T
= 0. ( 2. 13)

综上所述 ,由 ( 2. 11)式 , ( 2. 12)式和 ( 2. 13)式得

　　 lim
k→∞
n
- 1-T/2
k ∑

k

j= 1
E|Uj|2+ T= 0. ( 2. 14)

由 ( 2. 6)式知 lim inf
k→∞

ET
2
k /n = lim inf

k→∞
E (∑

n
k

j= 1

Yj ) 2 /nk =

e
2
> 0, ( 2. 15)

且 ‖ f
″
X‖ T与 k无关 ,综合 ( 2. 14)式和 ( 2. 15)式 ,得

　　 I1 (X,k )≤ c‖ f″X‖ T( ET2
k ) - 1-T/2∑

k

j= 1

E|Uj|2+ T→ 0.

即 lim
k→∞

I1 (X,k ) = 0.

　　同样可证得 lim
k→∞

I2 (X, k) = 0. 综上定理 1得证 .
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混沌系统精确同步 .数值模拟结果表明 ,该方法适合

于共轭 Lo renz型系统中任何系统的自同步控制和共

轭 Lorenz型族系统与 Lorenz型系统之间任何两系

统的异结构同步控制 .
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