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摘要:为了减少求解信赖域子问题的次数 ,通过对当前目标函数下降量与成功迭代的目标函数下降量最小值的

比较 ,提出一个新的解无约束优化问题的信赖域算法 ,证明了该算法的全局收敛性 ,并用数值实验说明新算法是

有效的 .
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Abstract: In order to reduce the number of solving the trust-region subproblem, a new trust region

algorithm is proposed by comparing the current reduction of the objectiv e function w ith the

minimum reduction of the objectiv e function for all successful i terations. the proof of the g lobal

convergence of the algo rithm is giv en. Numerical tests show the alg orithm is ef fective.

Key words: unconst rained optimization, t rust-region alg orithm , global converg ence

　　本文考虑一般的无约束极小化问题

　　 min
x∈ Rn

f (x ) , ( 0. 1)

其中 , f : Rn→ R二次连续可微 .

　　信赖域方法是解问题 ( 0. 1)的一类有效方法 ,它

包括基本信赖域算法 ( B TR)
[1 ] ,非单调算法 [2 ]和过滤

子算法 [3, 4]等 ,其中非单调算法和过滤子算法都是在

BTR算法上发展起来的 .

　　在 BTR算法中 ,迭代步长 sk 通过解如下信赖域

子问题得到 ,

　　min m ( xk + sk ) = m (xk ) + g (xk ) T sk +

1
2 s

T
k Hk sk ,

　　 s. t.‖ sk‖ ≤Δk , ( 0. 2)

其中 m ( xk ) = f (xk ) , g (xk ) =  f (xk ) , Hk是 f (x )

在 xk 处的海色阵  xx f (xk ) 的一个对称近似阵 ,

‖  ‖为欧氏模 ,Δk为信赖域半径 ,称点 x
+
k = xk+ sk

为试验点 .

　　记dk =
f ( xk ) - f (xk + sk )
m ( xk ) - m ( xk + sk ) ,对于 0 <Z< 1,若

dk≥Z,则称迭代成功 ,称试验点 x
+
k = xk+ sk被接受 ,

令 xk+ 1 = x
+
k ;若dk <Z,则称迭代失败 .此时在 BT R

算法中通常是重解子问题 ( 0. 2) .

　　 在被称为失败的迭代点中可能存在对极小化目

标函数 f (x )有用的点 ,如何加大这些点被接受的可

能性值得探讨 .当试验点 x
+
k 失败时 ,在文献 [3, 4]中

利用过滤技术 ,在文献 [5, 6]中利用线搜索 ,产生下

一个迭代点 ,得到了较为有效的算法 .与利用过滤技

术和线搜索技术不同的是 ,本文通过分析 dk、目标函

数下降量和模型下降量的状态 ,寻找加大试验点被接

受的可能性途径 .

1　解无约束优化问题的新算法

　　记 Wk = f ( xk ) - f (xk + sk ) ,ek = mk ( xk ) -

mk ( xk + sk ) ,分别称为目标函数的下降量和模型下降
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量 .注意到当dk = Wk /ek≥Z时 ,可能出现 Wk ,ek都很

小 ,而当dk <Z时Wk有可能较大 ,它可能比“成功”迭

代时的目标函数的下降量要大 ,但此时却被认为是

“失败”的 ,这显然是不合理的 .我们对此情形给出改

进的方法 .

　　在 BTR算法中 ,仅当dk≥Z时 ,试验点 x
+
k =

xk + sk才被接受 ,为了提高试验点 x
+
k 被接受的可能

性 ,我们提如下处理方法:

　　 ( 1)当dk≥Z时 ,试验点 x
+
k = xk + sk被接受 ;

　　 ( 2)当dk <Z时 ,记 _k为前 k次迭代中成功迭代

的目标函数下降量的最小值 ,即

　　_ k = min
1≤ i≤ k- 1

{Wi|di =
Wi
ei
≥Z} , ( 1. 1)

若Wk = f (xk ) - f ( xk+ sk )≥_k ,则接受试验点 x
+
k =

xk + sk .

　　根据上述的处理方法 ,我们对 BTR算法进行修

改 ,给出如下新算法:

　　算法 1

　　步骤 0:取初始值 x 0∈ R
n ,初始信赖域半径 Δ0 >

0,常数Z和 V1 ,V2 ,V3分别满足条件 0 < Z< 1, 0 <

V1≤V2 < 1≤V3 ,计算 f ( x0 ) ,记 k = 0,取 _ 0为足够

大的常数 .

　　步骤 1: 计算 g (xk ) ,若满足终止条件 ,则终止 .

　　步骤 2: 解信赖域子问题 ( 0. 2) ,得到 sk ,记 x
+
k =

xk + sk .

　　 步骤 3: 记 Wk = f (xk ) - f (x
+
k ) ,计算 dk =

Wk
m (xk ) - m (x+k )

.

　　步骤 4: 确定试验点的可接授性:

　　若dk≥Z,则 ( i)xk+ 1 = x
+
k ; ( ii)若Wk < _k则_k =

Wk ;

　　若dk <Z,Wk≥_ k ,则 xk+ 1 = x
+
k ;否则 xk+ 1 = xk .

　　步骤 5: 更新信赖域半径 ,取

　　Δk+ 1

∈ [V1Δk ,V2Δk ] , i f　dk < Z;

= Δk , if ,dk≥Z　 and‖ sk‖ <Δk ;

∈ [Δk ,V3Δk ], ifdk≥Zand‖ sk‖ = Δk .

产生对称矩阵 Hk+ 1 ,记 k = k+ 1,转步骤 1.

2　算法的全局收敛性

　　为证明算法 1收敛性的需要 ,作如下假定:

　　A1　 f 在 R
n上二次连续可微 .

　　A2　算法 1的所有迭代点 xk都在 R
n中的一个有

界闭区域内 .

　　 A3　对所有的 k, Hk一致有界 ,即存在 kumb > 0,

使得 ‖ Hk‖ ≤ kumb .

　　设 j = jc是满足

　　 xk ( j ) = xk - k
j
bck

Δk

‖ gk‖
gk ,mk ( xk ( j ) )≤ mk (xk )

+ kubsg
T
k (xk ( j ) - xk )

的最小正整数 ,其中 kbck ∈ ( 0, 1) ,kubs∈ ( 0,
1
2
)是常

数 .记 x
AC
k = xk ( jc ) ,称 x

AC
k 为信赖域子问题 ( 0. 2)的

近似柯西点 .对于 x
AC
k 存在如下结论:

　　引理 2. 1　设假定 A1成立 ,x
AC
k 是信赖域子问题

( 0. 2)的近似柯西点 ,则

　　mk ( xk ) - mk ( xACk )≥

kd cp‖ gk‖ min [
‖ gk‖
‖ Hk‖

,Δk ] , ( 2. 1)

其中 kdcp∈ ( 0, 1)是常数 .

　　证明　参见文献 [1]中定理 6. 3. 3的证明 .

　　 用 λmin [Hk ]表示 Hk 的最小特征值 , 当 fk =

λmin [Hk ] < 0时 ,假设 uk满足条件:

　　u
T
k gk ≤ 0,‖ uk‖ = Δk ,u

T
k Hkuk ≤ ksncfkΔ

2
k ,ksnc ∈

( 0, 1 ]. ( 2. 2)

　　设 j = jc是满足条件

　　 tj = k
j
bck ,xk ( j ) = xk + t juk ,mk (xk ( j ) )≤

mk ( xk ) + kubcfkt 2j‖ uk‖ 2

的最小正整数 ,其中 bbck ∈ ( 0, 1) ,kubc∈ ( 0,
1
2
ksnc )是

常数 .记 t
AE
k = tj

c
,x AE

k = x ( tAEk ) = xk+ t
AE
k uk ,称 x

AE
k 为

信赖域子问题 ( 0. 2)的近似特征点 .

　　引理 2. 2　设假定 A1成立 ,fk = λmin [Hk ] < 0,

uk满足 ( 2. 2)式 ,xAEk 为问题 ( 0. 2)的近似特征点 ,则

　　mk ( xk ) - mk ( xAEk )≥ - ksodfk min [f2k ,Δ2k ] , ( 2. 3)

其中 ksod > 0是常数 .

　　证明　参见文献 [1]中定理 6. 6. 2的证明 .

　　如同文献 [1 ]中的 ( 6. 6. 10)式 ,可要求信赖域子

问题 ( 0. 2)的解 sk满足条件:

　　mk ( xk ) - mk (xk + sk ) ≥ kumd (mk (xk ) -

min [mk (x
AE
k ) ,mk (x

AE
k ) ] ) ( 2. 4)

其中 kumd ∈ ( 0, 1 ]是常数 .

　　 结合 ( 2. 1)式 , ( 2. 3)式和 ( 2. 4)式 ,得到问题

( 0. 2)的解 sk满足如下充分下降性条件:

　　mk ( xk ) - mk ( xk + sk )≥

kumdmax {kdcp‖ gk‖ min[
‖ gk‖
‖ Hk‖ ,Δ

k ] , - ksodfkmin [f
2
k ,

Δ2k ] }. ( 2. 5)

　　引理 2. 3　设假定 A1、 A2、 A3成立 ,若存在常数

klbg > 0,对全部的 k满足 ‖ gk‖ ≥ klbg ,则存在常数

klbd > 0,使得 Δk≥ klbd .

　　证明　参见文献 [1]中定理 6. 4. 3的证明 .

　　 引进记号: S = {k|xk+ 1 = xk+ sk } ,C = {k|dk <
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Z,Wk≥ _k } .

　　定理 2. 4　设假定 A1、 A2、 A3成立 ,信赖域子问

题 ( 0. 2)的解 sk满足 ( 2. 5)式 ,且算法 1只有有限步成

功迭代 ,则必存在某个 k,使得 xk = x
* , g (x* ) = 0.

　　证明　设 k0是最后一步成功迭代 ,则对任意的

j > 0,x
*
= xk

0
+ 1 = xk

0
+ j ,有dk

0
+ j <Z.由算法 1的步

骤 5得: 0 < Δk
0
+ j≤ Vj2Δk

0
,可以推出

　　 lim
k→∞
Δk = 0. ( 2. 6)

　　反之 ,若存在正数X,对全部的 j满足 ‖ gk
0
+ j‖

≥X> 0,根据引理 2. 3得到Δk
0
+ j≥ klbd ,这与 ( 2. 6)矛

盾 .故存在 ‖ gk0+ j‖ = 0.

　　定理 2. 5　设假定 A1、 A2、 A3成立 ,且集合 C的

元素个数|C|= + ∞ ,则

　　 lim
k→∞

inf‖ gk‖ = 0. ( 2. 7)

　　证明　设存在X> 0,对任意的 k下列不等式成

立 ,

　　‖ gk‖ ≥X. ( 2. 8)

　　记集合 C中所有指标为 {ki } ,则由 ( 1. 1)式可知

　　 Wki = f (xki ) - f ( xki+ 1 )≥ _ki . ( 2. 9)

　　设在前 ki次成功迭代中的第 pi次迭代的目标函

数的下降量最小 ,即

　　 _k
i
= Wp

i
= min

1≤ i≤ k
i
- 1
{Wi|di =

Wi
ei
≥Z} . ( 2. 10)

　　结合 ( 2. 5)式 , ( 2. 8)式 , ( 2. 9)式和 ( 2. 10)式有

　　 f (xk
i
) - f (xk

i
+ 1 ) = f ( xk

i
) - f (xk

i
+ 1 +

f (xki+ 1 ) - f ( xki+ 2 ) + … + f (xki+ 1
- 1 ) - f (xki+ 1 ) =

Wk
i
+ Wk

i
+ 1 + …Wk

i+ 1
- 1≥Wk

i
≥ _k

i
= Wp

i
≥

Z[mp
i
(x p

i
) - mp

i
( xp

i
+ sp

i
) ] ≥ Zkumdkd cp‖ gp

i
‖  

min [
‖ gp

i
‖

‖ Hp
i
‖
,Δp

i
]≥ZkumdkdcpXmin [ X

kumd
,klbd ] , ( 2. 11)

由 ( 2. 11)式得到

　　 f (xk
1
) - f ( xk

i+ 1
) = ∑

i

j= 1

[ f ( xk
j
) - f ( xk

j+ 1
) ]≥

∑
i

j= 1

Zkumd kdcpXmin[ X
kumh
,klbd ]→+ ∞ ,

从而 lim
i→∞

f (xk
i
) = - ∞ ,即 f ( x ) 无下界 ,这与假定

A1、 A2矛盾 .定理 2. 5得证 .

　　定理 2. 6　设假定 A1、 A2、 A3成立 ,且|S|=

+ ∞ ,|C|<+ ∞ ,则

　　 lim
k→∞

inf‖ gk‖ = 0.

　　证明　设存在X> 0,对任意的 k有下列不等式

成立 ,

　　‖ gk‖ ≥X.

　　由|S|= + ∞ ,|C|<+ ∞ ,存在充分大的 k0 ,当

k > k0时 ,有 k∈ S ,k C ,则

　　 f (xk ) - f (xk+ 1 ) ≥ Z[mk (xk ) - mk ( xk+ 1 ) ]≥

Zkumd kdcp‖ gk‖ min[
‖ gk‖
‖ Hk‖ ,Δ

k ]≥

Zkumd kdcpXmin[
X
kumh
,klbd ] , ( 2. 12)

由 ( 2. 12)式得到

　　 f (xk
0
) - f ( xk

k+ 1
) = ∑

k

j= k
0

[ f ( xj ) - f (x j+ 1 ) ]≥

(k - k0 )Zkump kdcpXmin [ X
kumh
,klbd ]→+ ∞ .

　　这表明 f (x )无下界 ,与假定 A1和 A2矛盾 .定

理 2. 6得证 .

　　由定理 2. 4,定理 2. 5,定理 2. 6知 ,算法 1产生的

点列 {xk }中或者存在一个一阶稳定点或者存在一个

聚点是一阶稳定点 .

　　下面考虑算法 1收敛子二阶稳定点的条件 .增加

假定:

　　 A4　当 lim
k→∞
‖ gk‖ = 0时 ,

　　 lim
k→∞
‖  xx f ( xk ) - Hk‖ = 0.

　　引理 2. 7　设假定 A1～ A4成立 ,对充分大的 k ,

存在常数 kmqd > 0, 有 mk ( xk ) - mk (xk + sk ) ≥

kmqd‖ sk‖
2
,再设 lim

k→∞
‖ sk‖ = 0,则存在 k0 > 0,T> 0,

当 k > k0时 ,dk > Z,Δk > T.

　　证明　参见文献 [1]中引理 6. 5. 4的证明 .

　　定理 2. 8　设假定 A1～ A4成立 , x
*
是算法 1产

生的点列 { xk }的唯一聚点 ,则 x
* 是二阶稳定点 .

　　证明　参见文献 [3]中定理 3. 7的证明 .

3　算法的数值实验

　　用 Matlab编程来实现算法 1,参数选择如下:Z=

0. 25,Δ0 = 0. 5,设定的终止准则是 ‖ f (xk )‖ ≤

10- 6 .程序的运行过程中 ,利用 BFGS公式修正得到

Hk+ 1 ,试验的结果见表 1,其中 N是变量的维数 , N IT

为迭代的次数 , N F为目标函数的计算次数 , NG为目

标函数梯度的计算次数 .

　 　 从 表 1 的 数 值 结 果 看 , 对 于 Ex tended

Rosenbrock问题 ,当 N为 128和 2048,算法 1比

BTR有所改善 ,对于 Ex tended penalty1问题 ,当 N

为 32, 124, 512和 1024,算法 1在迭代的次数 ,目标

函数和梯度的计算次数比 BT R小 ,因此算法 1是有

效的 .
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　　∑
∞

n= 1

k
U
n P (∑

k
n

i= 1

a
+
ni Xni > X) < ∞ , X> 0, ( 2. 11)

　　∑
∞

n= 1
k
U
n P (∑

k
n

i= 1
a
+
ni Xni < - X) < ∞ , X> 0.

( 2. 12)

　　首先证明 ( 2. 11)式 .由引理 1( iii)得 , {akniXni ; 1

≤ i≤ kn ,n≥ 1}仍然是两两 NQD随机阵列 ,又由

Markov不等式以及引理 1的 ( i) ,定理 2的条件∑
k
n

i= 1
a
2
ni

= O (
1

k
U+ 2
n
) ,得

　　∑
∞

n= 1
k
U
n P (∑

k
n

i= 1
a
+
ni Xni > X)≤

∑
∞

n= 1
k
U
nX- 2 E(∑

k
n

i= 1
a
+
ni Xni ) 2 ≤ ∑

∞

n= 1
k
U
nX- 2∑

k
n

i= 1
(a+ni ) 2EX 2

ni ≤

c∑
∞

n= 1

k
U
n∑

k
n

i= 1

(a+ni ) 2≤ c∑
∞

n= 1

k
U
n∑

k
n

i= 1

a
2
ni≤ c∑

∞

n= 1

k
U
n
1

k
U+ 2
n
=

c∑
∞

n= 1

1
k
2
n
≤ c∑

∞

n= 1

1
n
2 < ∞ .

将上面证明过程中的 Xni用 - Xni替换 ,又由引理 1的

( iii )知 , {a
+
ni ( - Xni ) ; 1≤ i≤ k ,n≥ 1}仍然是两两

NQD随机阵列 ,则对  X> 0,有

　　∑
∞

n= 1
k
U
n P (∑

k
n

i= 1
a
+
ni Xni < - X) < ∞ .

由此 , ( 2. 9)式得到证明 .综上所述 ,定理 2证明完毕 .

　　注 2. 1　设 {kn ; n≥ 1}是正整数序列 , {Xni ; 1≤

i≤ kn ,n≥ 1}是两两 NQD随机阵列 ,且 EXni = 0,存

在某一随机变量 X和正常数 c,使得对所有的 1≤ i≤

kn ,n≥ 1和 x > 0,有 P (|Xni|> x )≤ cP (|X|> x ) ,

EX
2 <∞ .假设 {bni ; 1≤ i≤ kn ,n≥ 1}是实数阵列 ,满

足 lim sup
n→∞ ∑

kn

i= 1
b
2
ni < ∞ ,则

　　∑
∞

n= 1

k
U
n P (|∑

k
n

i= 1

bniXni|> Xlogkn ) < ∞ , X> 0.

　　 证明　令 ani =
bni
logkn ,由定理 2的证明过程 ,即

可得以证明 .
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表 1　数值实验结果

Tabl e 1　Nuner ical results

Problem N
BTR
( NIT /NF /N G)

Algori thm 1
( NI T /N F/NG)

Extended Rosenbrock

Extended penaltyl

32
64
128

256
512
1024
2048
32

64
128
256
512

1024
2048

42 /43 /43
43 /44 /44
46 /47 /47

49 /50 /50
46 /47 /47
52 /53 /53
57 /58 /58
141 /142 /142

116 /117 /117
124 /125 /125
122 / 123 /123
133 /134 /134

160 /161 /161
173 /174 /174

42 /43 /43
43 /44 /44
42 /43 /43

49 /50 /50
46 /47 /47
52 /53 /53
51 /52 /52
122 /123 /123

116 /117 /117
120 /121 /121
122 /123 /123
132 /133 /133

155 /156 /156
173 /174 /174
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