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摘要:利用锥上不动点定理 ,研究一类非自治时滞脉冲微分方程的概周期解 ,给出该系统存在概周期解的一组充

分条件 .
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Abstract: With respect to the almost periodic solutions to a kind of delay dif ferential equations wi th
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Key words: impulsive delay dif ferential equation, fix ed point theorem on the cone, almost periodic

solution, existence

　　对于无脉冲 Lasota-Wazewska方程

　　 x
′( t ) = - e( t ) x ( t ) + p ( t ) f (x ( t - f) ) , ( 1)

文献 [1 ]运用指数二分性 ,把方程 ( 1)与非线性发展

系统联系在一起 ,从动力系统的角度研究方程 ( 1)概

周期解的存在性、稳定性和吸引性 .文献 [2]运用压

缩映射的不动点定理考虑具有脉冲时滞效应的

Lasota-Wazewska模型

　　

x
′( t ) = - T( t ) x ( t ) + ∑

m

i= 1

Ui ( t )e-V
i
(t) x (t- h ) ,

　　 t≠ fk ,fk < fk+ 1 ;

Δ x (fk ) = x (f+
k ) - x (f-

k ) = Tk ( x (fk ) ) +

　　gk , t = fk ,k∈ Z

( 2)

概 周 期 解 的 存 在 性 . 文 献 [3 ] 把 有 脉 冲

Lasota-Wazewska周期系统

　　

x
′
( t ) = - T( t )x ( t ) + ∑

m

i= 1
Ui ( t )e

- V
i
( t) x (t- n

i
k)
,

　　t≠ fk ;

Δ x (fk ) = x (f+k ) - x (f-
k ) = Tk (x (fk ) ) ,

　　t = fk ,k∈ Z

( 3)

转化为无脉冲系统 ,并利用 Brouw er不动点定理研究

系统周期解的存在唯一性 .文献 [4 ]研究一类具有脉

冲效应的 Nicholso果蝇模型周期解的存在性和全局

吸引性 .本文利用锥上不动点定理讨论一类非自治时

滞脉冲系统概周期解的存在性 , 并再把上述

Laso ta-Wazew ska模型作为一个具体例子 ,在不同于

文献 [2]的限制条件下 ,得到系统 ( 2)存在概周期解

的一组充分条件 .有关脉冲方程的理论 ,参见文献 [5

～ 8].

1　预备知识

　　定义 1
[ 9]　设 X是一个实 Banach空间 ,K是 X

中的非空凸闭集 ,如果 K满足

　　 ( i) x∈ K ,λ≥ 0 λx ∈ K ;

　　 ( ii )x ∈ K , - x ∈ K x = 0,

则称 K是 X 中的一个锥 .

　　定义 2
[7 ]　序列 {fk }∈ B称为概周期的 ,如果对
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任给的X> 0,存在 k ,q∈ Z( Z全体整数 )使得|fk+ q -

fk| < X.

　　定义 3
[7 ]

　设 PC是分段连续具有第一类间断点

fk的集合 .函数O∈ PC称为概周期的 ,如果

　　 (a) {fk } ∈ B是概周期的 ;

　　 ( b)对任给的X> 0,存在实数W> 0使得当 t
′
和

t
″
属于O( t )的同一连续区间且满足不等式|t

′
- t

″
|<

W时 ,有 |O( t′) - O( t″)|< X;

　　 (c)对任给的X> 0,存在相对致密集 T ,使得对 l

∈ T且满足|t - fk|> X的所有 t∈ R时 ,有|O( t+

l ) - O( t )|< X.

　　定理 A
[10 ]　设 X是一实 Banach空间 ,K是 X中

的一个锥 ,K1 ,K2是 X中的开子集 ,并且 0∈ K1 ,K-1 

K2 ,H: K∩ (K-2 \ K1 ) → K全连续 ,若满足

　　 ( i)对 x∈ K ∩ K1 ,有 ‖ H x‖ ≤ ‖ x‖ ;

　　 ( ii)对 x∈ K∩  K2 ,λ> 0,存在J∈ K \ { 0} ,使

得 x≠ Hx + λJ,

则H在 K∩ (K-2 \K1 )中必存在不动点 .

　　为了叙述方便 ,记 g
- = sup

t∈ R
g ( t ) ,g = inf

t∈ R
g ( t ) .令

PC (R ) = { x ( t ) ; x ( t )在 t≠ fk 处连续 ,在 t = fk处

x (f+
k ) ,x (f-

k )存在且 x (f-
k ) = x (fk ) }.集合 B = {fk ;

fk ∈ R ,fk < fk+ 1 ,k∈ Z , lim
k→±∞

fk = ± ∞ }.再记 X =

{x ( t ) ; x ∈ PC (R ) , x ( t )是概周期函数 } ,定义范数

‖ x‖ = sup
t∈ R

{|x ( t )|,x ∈ X } ,显然 X是一个 Banach

空间 .

2　主要结果

　　考虑具有脉冲效应的概周期系统

　　

x
′
( t ) = - T( t ) x ( t ) + f ( t ,x ( t - f) ) ,

　　 t≠ fk , t≠ fk + f,fk < fk+ 1;

Δ x (fk ) = x (f
+
k ) - x (f

-
k ) = Ik (x (fk ) ) .

( 4)

　　对于系统 ( 4) ,假设下述条件成立:

　　 ( H1 )T( t )是不恒为常数的定正概周期函数 ,即 0

< T< T( t ) < T-;

　　 ( H2 ) f ( t ,v )关于 t对 v是一致概周期定正函数 ,

即对任意X> 0,存在 l > 0使得对任意的 v∈ R,当 t

≠ fk时有|f ( t+ l ,v ) - f ( t ,v )|< X.同时还假定对

t≠ fk , f ( t ,v )连续有界 ,即|f ( t ,v )|≤ M .此外 f ( t ,

v )还满足 Lipschi tz条件 ,即|f ( t ,v ) - f ( t ,u)|≤

L1|v - u|;

　　 ( H3 ) Ik ∈ C (R , R)是概周期的 ,即存在正整数 q,

对任意 X> 0和 x ∈ R ,当 t = fk时有 |Ik+ q ( x ) -

Ik (x )| < X.同时还假定 Ik 有界 ,即|Ik (x )|≤ N .此

外 Ik还满足 Lipschitz条件 ,即 |Ik (x ) - Ik ( y )|≤

L2|x - y|;

　　 ( H4 )fk满足 infk∈ Z|fk+ 1 - fk|= θ> 0,fk- 1+ f<

fk .此外对上述的X> 0同样存在正整数 q,使得|fk+ q

- fk| < X.

　　引理 1　 t∈ R ,令

　　 x ( t ) =∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u) du) f (s, x (s - f) )ds+

∑
f
k
< t

e
-∫t

fk
T(u )du

Ik (x (fk ) ) , ( 5)

则 x ( t )满足系统 ( 4) .

　　证明　当 t≠ fk时 ,由 ( 5)式有

　　 x ( t ) =∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u) du) f (s, x (s - f) )ds+

∑
f
k
< t
e
-∫t

f
k
T(u )du

Ik (x (fk ) ) = ∫
t

- ∞
exp( - ∫

0

s
T(u) du -

∫
t

0
T(u) du) f (s, x (s - f) ) ds+

∑
f
k
< t
e
-∫0

f
k
T(u )du-∫t

0
T(u ) du

Ik ( x (fk ) ) =

exp( -∫
t

0
T(u) du) [∫

t

- ∞
exp( -∫

0

s
T(u) du ) f (s , x (s -

f) ) ds+ ∑
f
k
< t
e
-∫0

f
k
T(u ) du

Ik ( x (fk ) ) ].

两边同时乘以 e∫
t
0
T( u) du

,上式变为

　　 e∫
t
0
T(u )du

x ( t ) = ∫
t

- ∞
e∫
s
0
T(u ) du

f (s, x (s - f) ) ds +

∑
f
k
< t
e
(∫f
k0 T(u )du )

Ik (x (fk ) ) . ( 6)

对 ( 6)式微分得

　　 e∫
t
0
T(u )du [T( t )x ( t ) + x

′( t ) ] = e∫
t
0
T( u) du

f ( t , x ( t -

f) ) , ( 7)

移项得

　　 x
′
( t ) = - T( t )x ( t ) + f ( t , x ( t - f) ) .

当 t = fk时 ,

　　 x (f+k )e∫
f
+
k
0

T(u ) du =∫
f+
k

- ∞
e∫
s
0
T(u) du

f (s , x (s - f) ) ds +

∑
f
i
<f+
k

e∫
fi
0
T( u) du

I i (x (fi ) ) =∫
f+
k

- ∞
e∫
s
0
T( u) du

f (s ,x (s - f) ) ds+

∑
f
i
≤f

k

e∫
f
i
0
T(u ) du

Ii ( x (fi ) ) , ( 8)

　　 x (f
-
k )e∫

f
-
k
0

T(u ) du
=∫

f-
k

- ∞
e∫
s
0
T(u) du

f (s , x (s - f) ) ds +

∑
f
i
<f-
k

e∫
fi
0
T( u) du

I i (x (fi ) ) .

注意到

　　 e∫
f-
k
0

T(u ) du = e∫
f
k
0
T(u) du ,

　　∫
f-
k

- ∞
e∫
s
0
T( u) du

f (s ,x (s - f) ) ds =
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∫
f
k

-∞
e∫
s
0
T(u )du

f (s , x (s - f) )ds ,

从而有

　　 x (f-
k )e∫

fk
0

T( u) du = ∫
f
k

- ∞
e∫
s
0
T(u ) du

f (s ,x (s - f) )ds +

∑
f
i
<f
k

e∫
f
k0 T(u ) du

Ii ( x (fi ) ) . ( 9)

又由积分的性质知

　　∫
f+
k

- ∞
e∫
s
0
T(u )du

f (s , x (s - f) ) ds -∫
f
k

- ∞
e∫
s
0
T(u ) du

f (s, x (s

- f) ) ds = 0.

于是由 ( 8)式和 ( 9)式 ,我们有

　　 x (f+
k )e∫

f+
k0 T( u) du - x (f-

k )e∫
f-
k0 T( u) du =

e∫
fk
0

T( u) du [x (f+k ) - x (f-
k ) ] = ∑

f
i
≤f

k

e∫
fi
0
T( u) du

Ii (x (fi ) ) -

∑
f
i
<f
k

e∫
fi
0
T(u ) du

I i ( x (fi ) ) = e∫
fk
0

T(u ) du
Ik ( x (fk ) ) . ( 10)

( 10)式两边同除以 e∫
fk
0

T( u) du ,得

　　Δx (fk ) = x (f
+
k ) - x (f

-
k ) = Ik (x (fk ) ) . ( 11)

综上所述 , ( 5)式满足系统 ( 4) .

　　 现在记 a
* = sup

t∈ R
{ exp( -∫

t

s
T(u) du) } ,a* =

inf
t∈ R

{ exp( -∫
t

s
T(u ) du ) } .

　　 定义锥 K = {x ∈ X: x ( t ) > 0,‖ x ( t )‖ ≥

e‖ x‖ } ,其中 0 < e<
a*
a
* ,由于T( t )满足条件 ( H1 ) ,

故e< 1.再定义算子

　　H(x ( t ) ) = ∫
t

-∞
exp( - ∫

t

s
T(u ) du ) f (s , x (s -

f) ) ds+ ∑
fk < t
e
-∫t

fk
T( u) du

Ik (x (fk ) ) . ( 12)

　　引理 2　H(K )  K

　　证明　对 x ∈ K ,有

　　‖ H( x ) ( t )‖ = ‖∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u ) du ) f (s ,

x (s - f) ) ds+ ∑
f
k
< t
exp( -∫

t

f
k

T(u )du)  

Ik (x (fk ) )‖ ≤ a
* {|∫

t

-∞
f (s ,x (s - f) ) ds+

∑
f
k
< t
Ik ( x (fk ) )|}. ( 13)

　　‖ H( x ) ( t )‖ = ‖∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u ) du ) f (s ,

x (s - f) ) ds + ∑
f
k
< t
exp( -∫

t

f
k

T(u) du ) Ik (x (fk ) )‖ ≥

a* {|∫
t

- ∞
f (s , x (s - f) )ds+ ∑

f
k
< t
Ik (x (fk ) )|}. ( 14)

由 ( 13) , ( 14) 式知 ‖ H(x ) ( t )‖ ≥
a*

a
* ‖ Hx‖ >

e‖ Hx‖ ,即H(K )  K .

　　引理 3　算子H: K→ K是全连续算子 .

　　证明　假设 xn ∈ K ,则由 xn的有界性知 ,存在

xn的子列 xn
j
,使得 xn

j
→ x0 ,于是

　　|(Hxn
j
) ( t ) - (Hx0 ) ( t )|≤

|∫
t

- ∞
exp(-∫

t

s
T(u )du) f (s ,xn

j
(s - f) ) ds -

∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u) du) f (s, x 0 (s - f) ) ds|+

|∑
f
k
< t
exp(-∫

t

f
k

T(u )du ) Ik (xn
j
(fk ) ) -

∑
f
k
< t
exp( -∫

t

f
k

T(u) du) Ik ( x0 (fk ) )|≤

∫
t

- ∞
e
-T( t- s)|f (s , xn

j
(s - f) ) - f (s, x0 (s - f) )|ds+

∑
f
k
< t
e
-T(t- f

k
)
|Ik ( xn j (fk ) ) - Ik (x 0 (fk ) )|≤

L1

T|xnj -

x0|+
L2

1 - e
-θT|xn j - x 0|. ( 15)

因为 xn
j
→ x 0 ,故|(Hxn

j
) ( t ) - (Hx 0 ) ( t )|→ 0,从而

H连续 .利用T( t )和 f ( t ,v )的概周期性 ,对任意X>

0,结合微分中值定理 ,我们有

　　|(Hx 0 ) ( t+ l ) - (Hx 0 ) ( t )|=

|∫
t+ l

- ∞
exp(-∫

t+ l

s
T(u) du) f (s, x 0 (s - f) ) ds -

∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u) du) f (s, x 0 (s - f) ) ds+

∑
f
k
< t+ l

exp( -∫
t+ l

f
k

T(u) du) Ik (x 0 (fk ) ) -

∑
f
k
< t
exp( -∫

t

f
k

T(u) du) Ik ( x0 (fk ) )|≤

|∫
t

- ∞
exp(-∫

t+ l

s+ l
T(u) du) f (s+ l ,x 0 (s+ l - f) ) ds-

∫
t

- ∞
exp( - ∫

t+ l

s+ l
T(u) du) f (s, x0 (s + l - f) ) ds|+

|∫
t

- ∞
exp( -∫

t+ l

s+ l
T(u) du) f (s ,x 0 (s + l - f) ) ds -

∫
t

- ∞
exp( - ∫

t

s
T(u ) du ) f (s , x0 (s - f) ) ds| +

|∑
f
k
< t+ l

exp(-∫
t+ l

f
k

T(u) du) Ik ( x0 (fk ) ) -

∑
f
k
< t+ l

exp( -∫
t

f
k

T(u )du) Ik ( x0 (fk ) )|+

|∑
f
k
< t+ l

exp(-∫
t

f
k

T(u ) du ) Ik (x 0 (fk ) ) -

∑
f
k
< t

exp( -∫
t

f
k

T(u) du) Ik ( x0 (fk ) )|≤
2X
T

+
2L2X

1 - e
- θT.

( 16)

由于X> 0充分小 ,故
2X
T+

2L2X
1 - e

-θT也充分小 ,这说明

x0 ∈ K .取有界集 D K ,对于 t∈ R ,则有
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　　|(Hx ) ( t )|≤ |∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u) du) f (s ,x (s -

f) ) ds| + |∑
f
k
< t
exp( - ∫

t

f
k

T(u) du) Ik ( x (fk ) )| ≤

∫
t

-∞
e
- T(t- s )

|f (s, x (s - f) )|ds+

∑
f
k
< t

e
- T(t- f

k
)|Ik ( x (fk ) )|≤

M
T

+
N

1 - e
- θT.

由此可见|(Hx ) ( t )|有界 ,从而H(D)一致有界 .

　　下面证明H是等度连续的 .取 x ∈ D,对充分小

的X> 0,当 t2 - t1 < X(不妨设存在某个 k ,fk < t1 <

t2 <fk+ 1 )时 ,在区间 ( - ∞ , t1 )和区间 ( - ∞ , t2 )上的

脉冲点个数是可数的 .从而有

　　∑
fk < t2

exp(-∫
t 1

f
k

T(u ) du ) Ik (x (fk ) ) =

∑
f
k
< t

1

exp( -∫
t
1

f
k

T(u ) du ) Ik (x (fk ) ) ,

因此

　　|(Hx ) ( t 2 ) - (Hx ) ( t1 )|=

|∫
t
2

-∞
exp( -∫

t
2

s
T(u )du) f (s ,x (s - f) ) ds -

∫
t1

-∞
exp(-∫

t1

s
T(u) du) f (s, x (s - f) ) ds+

∑
f
k
< t

2

exp( -∫
t
2

s
T(u )du) Ik ( x (fk ) ) -

∑
f
k
< t

1

exp( -∫
t 1

s
T(u )du) Ik ( x (fk ) ) =

∫
t
2

-∞
exp(-∫

t
2

s
T(u) du) f (s, x (s - f) ) ds -

∫
t
2

-∞
exp(-∫

t
1

s
T(u) du) f (s, x (s - f) ) ds+

∫
t
2

-∞
exp(-∫

t
1

s
T(u) du) f (s, x (s - f) ) ds -

∫
t
1

-∞
exp(-∫

t
1

s
T(u) du) f (s, x (s - f) ) ds+

∑
f
k
< t

2

exp( -∫
t
2

f
k

T(u ) du ) Ik (x (fk ) ) -

∑
f
k
< t

2

exp( -∫
t
1

fk
T(u ) du ) Ik (x (fk ) ) +

∑
f
k
< t

2

exp( -∫
t
1

f
k

T(u ) du ) Ik (x (fk ) ) -

∑
f
k
< t

1

exp( -∫
t
1

f
k

T(u ) du ) Ik (x (fk ) ) ≤

M∫
t
2

-∞
exp( -∫

t
1

s
T(u )du ) [exp( -∫

t
2

t
1

T(u ) du ) - 1 ]ds+

∫
t
2

t
1

exp( -∫
t
1

s
T(u) du )|f (s, x (s - f) )|ds+

∑
f
k
< t

2

exp( -∫
t
2

t
1

T(u) du)|Ik (x (fk ) )|≤ X(
M
T

+ M +

N
1 - e

-θT) . ( 17)

因为X任意小 ,因此X(
M
T
+ M+

N
1 - e

- θT)也任意小 ,

所以|(Hx ) ( t 2 ) - (Hx ) ( t1 )|充分小 ,故H等度连续 ,

从而H全连续 [9 ] .记

　　 D = lim
v→ 0

inf
t∈ R

f ( t ,v )
T( t )v

, D = lim
v→∞

sup
t∈ R

f ( t ,v )
T( t )v

, ( 18)

　　 I = lim
x→ 0

inf
t∈ R

∑
f
k
< t

Ik (x )
x

, I = lim
x→∞

sup
t∈ R

∑
f
k
< t

Ik (x )
x

,

( 19)

其中 v = x ( t - f) .

　　定理 1　假设以下条件满足:

　　 (Ⅰ ) D+ a
*
I < 1;

　　 (Ⅱ ) D+ a* I > 1,

则系统 ( 4)至少存在一个概周期解 .

　　证明　由条件 (Ⅰ )知D+ a
*
I < 1,则可以找

到一个正的常数 _ 0 > 0,使得

　　 0 < _ 0 <
1 - (D+ a

*
I )

a
* + 1

.

由 ( 17)式与 ( 18)式知 ,存在一个常数 q > 0,当eq≤

v , x≤ q时 ,

　　 f ( t ,v )≤ (D+ _ 0 )T( t )v ,a* ∑
f
k
< t

Ik (x )≤ a
* ( I+

_ 0 )x .

　　 令K1 = { x∈ X: ‖ x‖ < q} ,如果 x , v∈ K且

‖ x‖ = ‖ v‖ = q,即 x ,v∈  K1 ,那么eq≤ x ( t -

f) , x ( t )≤ q.因此对于 x ,v∈ K ,‖ x‖ = ‖ v‖ = q,

　　‖ (Hx ) ( t )‖ = ‖∫
t

-∞
exp(-∫

t

s
T(u )du) f (s ,

x (s - f) ) ds + ∑
f
k
< t
exp( -∫

t

f
k

T(u ) du ) Ik (x (fk ) )‖ ≤

‖∫
t

-∞
exp( -∫

t

s
T(u) du) (D + _ 0 )T(s ) x (s - f) ds +

∑
f
k
< t
a
*
Ik ( x (fk ) )‖ ≤ (D+ _ 0 )∫

t

- ∞
e∫
s
t
T( u) du

T(s ) ds  

‖ x‖ + a
* ( I + _ 0 )‖ x‖ = [ (D+ a

*
I
-) +

(a* + 1)_ 0 ]‖ x‖ < ‖ x‖ . ( 20)

对于 x ∈ K ∩  K1 , 由上述证明可知 ‖ Hx‖ <

‖ x‖ .

　　另一方面 ,由条件 (Ⅱ )知D+ a* I > 1,因此可

以找到X0 > 0使得

　　 0 < X0 <
(D+ a* I - 1)

a* + 1
.

再由 ( 18)式与 ( 19)式知 ,存在一个常数 l > 0,当el≤

x ,v≤ l时 ,

　　 f ( t , x ( t - f) ) ≥ ( D - X0 )T( t )x ( t - f) ,

a* ∑
f
k
< t
Ik ( x ) ≥ a* ( I - _ 0 )x .

因此 ,如果 x ,v∈ K且 ‖ x‖ = ‖ v‖ = l ,那么el≤

x ( t ) , x ( t - f) ≤ l.令 t∈ R ,J≡ 1,K2 = {x ∈ X ;
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‖ x‖ < l } ,于是有

　　 x≠ Hx+ λJ= Hx + λ,x ∈ K ∩ K2 ,λ> 0.

( 21)

假设 ( 21)式不成立 ,则存在 x 0∈ K∩ K2 ,λ0 > 0使得

x0 = Hx + λ0 ,令 a0 = inf
t∈ R
x0 ( t ) ,对 t∈ R有

　　 x0 ( t ) = (Hx 0 ) ( t ) + λ0 =∫
t

- ∞
exp( -∫

t

s
T(u) du)  

f (s ,x 0 (s - f) )ds+ ∑
f
k
< t

exp( -∫
t

fk
T(u) du)  

Ik (x 0 (fk ) ) + λ0 ≥∫
t

- ∞
e
-∫t

s
T( u) du (D - X0 )T(s )x 0 (s -

f) ds+ a* ∑
f
k
< t
Ik (x 0 (fk ) ) + λ0 ≥ a0 (D - X0 )  

∫
t

-∞
e
-∫t

s
T(u ) du

T(s )ds+ a* ( I - X0 )a0+ λ0 = [ (D+

a* I ) - (a* + 1)X0 ]a0 + λ0 > a0 + λ0 . ( 22)

这意味着 a0 > a0 + λ0 ,与下确界定义矛盾 .因此假设

不成立 ,于是 x≠ Hx + λJ, x ∈ K∩ K2 ,λ> 0.

　　综上所述 ,算子H满足定理 A中的所有条件 ,故

算子H存在一个不动点 x-∈ K∩ (K2 \K1 ) .‖ x-‖ <

q, x-≥ el ,这个不动点就是系统 ( 4)的概周期解 .定理

1证明完毕 .

3　举例

　　考虑具有生物背景意义的具有脉冲时滞效应的

动物血红细胞的 Lasota-Wazewska模型:

　　

x
′
( t ) = - T( t ) x ( t ) + ∑

m

i= 1
Ui ( t )e

-V
i
(t) x (t- f

i
)
,

　　 t≠ tk , t≠ tk - fi , i = 1, 2,… ,m;

Δ x ( tk ) = x ( t+k ) - x ( t-k ) = Ik (x ( tk ) ) ,

　　 t = tk , t = tk - fi , i = 1, 2,… ,m ,k∈ Z.

( 23)

其中 tk < tk+ 1 , lim
k→±∞

tk = + ∞ , x ( t )表示在 t时刻血红

细胞的数量 ,T( t )表示血红细胞的死亡率 ,Ui ( t ) ,Vi ( t )

表示单位时间内血红细胞的生长数量 ,fi表示产生一

个血红细胞所需要的时间 .T( t ) ,Ui ( t ) ,Vi ( t )都是分段

连续的定正概周期函数 , Ik ∈ C ( R ,R ) .满足于该系

统的初值问题为

　　 x ( t ) = O( t ) , x ( 0) = O( 0) > 0.

再假设如下条件成立:对任意X> 0,存在f> 0, q∈ Z

使得

　　 ( 1) 0 < T< T( t ) < T-, 0 < U< Ui ( t ) < U, 0 < V

< Vi ( t ) < V, infk∈ Z|tk+ 1 - tk|= θ> 0, tk- 1+ fi < tk .

　　 ( 2)|Ik ( x ) - Ik ( y )|≤ K 1|x - y|,|Ik (x )| <

R ,|Ik+ q (x ) - Ik (x )|< X,|tk+ q - tk|< X.

　　定理 2　如果系统 ( 23)满足条件: 0 < a* I ,a* I

< 1,则系统 ( 23)存在一个正的概周期解 .这里的记

号 a* ,a
*
, I , I同上 .

　　 证明 　 对于系统 ( 23) , f ( t ,x ( t - f) ) =

∑
m

i= 1
Ui ( t )e

- V
i
( t) x( t- f

i
)
,易知 f ( t ,x ( t - f) )满足定理 1的

条件 .构造算子 h为

　　h(x ( t ) ) =∫
t

-∞
exp( -∫

t

s
T(u )du )  

∑
m

i= 1

Ui ( t )e- ri (t) x (t -f
i
) ds+ ∑

f
k
< t

e
-∫t

fk
T( u) du

Ik (x (fk ) ) .

类似上述方法可以证明h是全连续算子 .

　　一方面 ,

　　 D = lim
v→∞

sup
t∈ R

∑
m

i= 1

Ui ( t )e- ri (t )v

T( t )v
=

lim
v→∞

∑
m

i= 1

Ue- V
i
v

Tv
→ 0.

而 a
*
I < 1,则D+ a

*
I < 1,即满足定理 1的条件

( I ) .另一方面

　　 D = lim
v→ 0

inf
t∈ R

∑
m

i= 1

Ui ( t )e- ri (t )v

T( t )v
= lim

v→ 0

∑
m

i= 1

Ue- riv

T-v
→

+ ∞ .

而 0 < T< T( t ) < T-, 0 < a* I ,那么D+ a* I> 1,即

满足定理 1的条件 (Ⅱ ) .所以由定理 1知 ,系统 ( 23)

存在一个正的概周期解 ,它可以表示为

　　 x ( t ) =∫
t

-∞
exp( -∫

t

s
T(u )du )  

∑
m

i= 1
Ui ( t )e

- r
i
(t) x (t -f

i
)
ds+ ∑

f
k
< t
e
-∫t

f
k
T( u) du

Ik (x (fk ) ) .
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