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摘要:利用 4k+ 1型素数构造 Paley图 ,探索对角 Ramsey数的下界 ,计算得到一个新的结果 R ( 20, 20)≥ 18557.
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Abstract: Low er bounds fo r diagonal Ramsey numbers are explored by const ructing Paley g raphs of

which the orders are primes of forms 4k+ 1, and a new result R ( 20, 20)≥ 18557 is obtained by

computing.
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　　对于任意给定的正整数 k≥ 3,所谓对角 Ramsey

数 R (k ,k )是具有下述性质的最小正整数 n: 每个 n阶

简单图 ,或者包含一个有 k个顶点的团 ,或者包含一

个有 k个顶点的独立集 .

　　确定对角 Ramsey数是组合数学中非常困难的

问题 [ 1 ] . Greenw ood和 Gleason[2 ]于 1955年首创的构

造性方法 ,利用 4k+ 1型素数的平方剩余构造循环

图 (这种环图也称为 Paley图 ) ,计算出 R( 3, 3) > 5与

R ( 4, 4) > 17,再用存在性的方法证明了 R ( 3, 3)≤ 6

与 R ( 4, 4)≤ 18,从而首先计算得到两个对角 Ramsey

数的准确值 R ( 3, 3) = 6与 R ( 4, 4) = 18.此后 , 1965

年 Kalbfleisch[3 ] 计算得到 R ( 6, 6)≥ 102, 1972年

Burling 与 Reyner[4 ] 计 算 得 到 R ( 8, 8) ≥ 282,

Mathon[5 ]以及 Shearer [6 ]分别计算得到 R ( 10, 10)≥

798, R ( 12, 12)≥ 1278, R( 13, 13)≥ 1494,R ( 14, 14)

≥ 2742,R ( 15, 15)≥ 2802,并且证明了递推公式

　　 R (k ,k )≥ p+ 1 R (k+ 1,k+ 1)≥ 2p + 3.

( 1)

　　 动态综述文献 [7]记录了近年来学术界研究对

角 Ramsey数的最新进展: R( 7, 7)≥ 205, R ( 9, 9)≥

565, R ( 10, 10)≥ 798, R( 11, 11)≥ 1597, R ( 12, 12)

≥ 1637, R( 13, 13)≥ 2557, R ( 14, 14)≥ 2989, R( 15,

15)≥ 5485, R( 16, 16)≥ 5605, R( 17, 17)≥ 8917,

R ( 18, 18)≥ 11005, R( 19, 19)≥ 17885. 上述下界 ,

除 R ( 12, 12)之外都是由 Paley图或递推公式 ( 1)给

出的 . 为了推动对角 Ramsey数的研究 ,美国学者

Radziszow ski在他的个人主页 ( http: / /www. cs. rit.

edu / ～ spr /topics. html) 中提出如下问题: “计算

20000阶以内的 Paley图的团数 .” 注意到 ,随着 Paley

图阶数的增加 , 计算其团数所遇到的运算量呈指数

增长 ,迄今为止尚未见有文献报道这个问题的研究

进展 .

　　 本文在文献 [8 ]的基础上 , 改进计算对角

Ramsey数下界的方法 , 探索对角 Ramsey数 R( 20,

20)的新下界 .

1　预备知识

　　定义 1　给定 4k+ 1型素数 p≥ 5,记 Zp是模 p

的一个完全剩余系 , A0是 p的平方剩余作成的集 .作
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图 Gp ,其顶点集 V = Zp ,边集 E= { (x , y )|x - y∈

A0 } ,称图 Gp为 p阶 Paley图 ,其团数记为 c(Gp ) .

　　 由于 Zp是有限域 , Paley图 Gp 是自补图 . 据

Ramsey理论易知

　　引理 1　设 c = c(Gp ) ,则有 R (c+ 1, c+ 1)≥

p + 1.

　　定义 2　记 A0的一个子集 B = {x ∈ A0|x - 1

∈ A0} .在图 Gp中 ,记顶点集 V的子集 B作成的导出

子图为 G [B ] ,其团数记为 [B ].

　　由于 Paley图是顶点可迁的并且是边可迁的 ,注

意到 0 B , 1 B ,则易知: C是 G [B ]的一个团

 { 0, 1}∪ C是 Gp的一个团 .故有

　　引理 2　 c (Gp ) = [B ]+ 2.

　　引理 3
[9 ]　|B|=

p - 5
4

.

　　定义 3　 x 1 ,x 2∈ B叫做线性关联的 ,记为 x 1～

x2 ,如果在 Gp中存在自同构 f把 3顶点集 { 0, 1, x 1}映

成 { 0, 1, x2 }.

　　引理 4
[8 ]
　B上的线性关联关系是等价关系 .每

个等价类都是 6元集:

　　 {a,a- 1 , 1 - a
- 1 ,a(a - 1) - 1 , ( 1 - a) - 1 , 1 - a}.

　　除非当 2∈ B时有唯一的 3元等价类 { 2, 2- 1 ,

- 1} ,以及当 e∈ B且 e ( 1 - e ) = 1时有唯一的 2元

等价类 {e, 1 - e }.

　　考虑 B中等价元的一个共性 .设 a～ a′,则由定

义 3可知在 Gp中存在自同构 f把 3顶点集 { 0, 1,a}映

成 { 0, 1,a′} ,从而 f把 Gp的一个团 { 0, 1,a,b }映成 Gp

的一个团 { 0, 1,a′, f (b) }.这表明 B中的等价元在图

Gp中相应顶点的度数相同 ,即得

　　引理 5　对于 a∈ B ,记 d (a ) = |{y∈ B: y - a

∈ A0 }|,则 a～ a′ d (a) = d (a′) .

2　计算 Paley图团数的新算法

　　设 p > 17,由引理 3知 B≠○ .由引理 4知在 B

的每个等价类中至少有一个正整数元 . 为了计算

G [B ]的团数 ,先在 B中引进一个全序 .

　　定义 4　B的每个等价类中的最小正整数元称

为该等价类的代表元 .代表元为 a的等价类记为

< a > . B上的序 规定如下:

　　 ( i) B的同一等价类的元对序  构成区间 ,其序

为: 3元等价类是 2 2- 1 - 1, 2元等价类是 e 

1 - e, 6元等价类是 a a
- 1
 1 - a

- 1
 a( 1 - a)

- 1

 ( 1 - a)
- 1
 1 - a.

　　 ( ii)对于 B中分属不同等价类的元 a∈ < a> 和

y ∈ < b > ,规定 x y当且仅当 d (x ) < d ( y ) ,或者

d (x ) = d ( y )但是 a < b.

　　易知 是 B上的全序 , x y称为 x前于 y .

　　定义 5　全序集 ( B , )上的一条长为 k的链 x 0

 x 1 … xk称为起点是 x0的 A0链 ,如果对于 0≤

i < j≤ k有 xi - x j ∈ A0.起点是 x 0的 A0链的最大

长记为 l (x 0 ) .

　　引理 6
[8 ]　设 M为 B中所有代表元的集合 , 则

[B ] = 1+ max {l (a )|a∈ M }.

　　根据上述理论 ,我们得到计算 Paley图 Gp的团数

的新算法如下 .

　　算法 1

　　 1°　 给定 4k+ 1型素数 p > 17及其平方剩余作

成的集 A0 .

　　 2°　据定义 1作 Paley图 Gp .据定义 2作集 B .令

U= 0.

　　 3°　据引理 4把集 B分拆成若干个等价类 ,据定

义 4作全序集 ( B , ) .

　　 4°　 按照序 ,依次用回溯法计算以 a∈ M为

起点的 A0链的最大长 l (a ) .如果 l (a ) > U,令U=

l (a) .

　　 5°　据引理 6有 [B ] = U+ 1,据引理 1与引理 2

得到一个对角 Ramsey数的下界 R (U+ 4,U+ 4)≥

P+ 1.

　　据定义 4排序的方法实际上是“按顶点的度数小

者优先”的方法 ,这种方法符合人工智能中深度优先

的原则 .我们根据算法 1设计的程序 ,在用回溯法计

算以 a∈ M为起点的 A0链的最大长 l (a)的时候 , 可

以多次应用“按顶点的度数小者优先”的方法排序 ,

对于充分大的 4k+ 1型素数 p ,这样的计算方法具有

较高的效率 .

3　主要结果

　　定理 1　 R( 20, 20)≥ 18557.

　　证明　据算法 1,给定素数 p = 9277,可以得到

　　 A0 = { 1, 3, 4, 7, 9, 10, 11, 12, 16, 19, 21, 23, 25,

26, 27, 28, 30, 31, 33, 34, 36, 37, 40,… } ,

　　B = { 4, 10, 11, 12, 26, 27, 28, 31, 34, 37, 48, 49,

58, 64, 65, 70, 76, 77, 78, 82, 83, 84,… } .

　　在全序集 (B , )中有 2318个元 , 387个等价类 ,

其代表元的集为

　　M = { 1329, 330, 70, 1596, 931, 1577, 999, 309,

998, 1726, 1727, 2187, 2387,… }.

　　用回溯法计算得到以 a= 1329∈ M为起点的第

一条最长链为

　　 1329 330 - 2559 1248 962 634 
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- 81 - 4323 3040 1608 - 1722 3123 

3964 - 993 - 3399 - 3203.

　　此后没有更长的 A0链 ,故有 l ( 1329) = 15.用回

溯法计算以 M中其他各元为起点的 A0链 ,其长度均

不超过 15,即 a∈ M l (a)≤ 15.根据引理 6、引理

2和引理 1就得到

　　 [B ] = 16 R( 19, 19)≥ 9277.

　　再引用递推公式 ( 1)即得 R ( 20, 20)≥ 18557.

这就证明了定理 1.

　　这个结果尚未见有文献报道 .我们据算法 1设计

程序 ,在 CPU为 AMD2400+ 的电脑上完成整个运

算过程大约用了 122h.

参考文献:

[ 1]　 Graham R L, Rothschild B L , Spencer J H. Ramsey

theo ry [ M ]. New Yo rk: John Wiley& Sons, 1990.

[ 2]　 Greenwood R E, Gleason A M . Combina to rial relations

and chroma tic g raph s [ J ]. Canadian Journal of

Ma th ema tics, 1955, 7: 1-7.

[3 ]　 Kalbfleisch J G. Construction of special edge-chromatic

g raphs [ J]. Canadian Mathematical Bulletin, 1965, 8: 575-

584.

[4 ]　 Bur ling J P, Reyner S W . Som e lower bounds of the

Ram sey numbers [ J]. Journal of Combinatorial Theor y:

Series B, 1972, 13: 168-169.

[5 ]　 Mathon R. Lower bounds for Ramsey numbers and

Association schemes [ J ]. Journal of Combina to rial

Theo ry: Series B, 1987, 42: 122-127.

[6 ]　 Shearer J B. Lower bounds for small diagonal Ramsey

numbers [ J]. Journal of Combinatorial Theory: series A,

1986, 42: 302-304.

[7 ]　 Radziszow ski S P. Small Ramsey number s[ J]. The

Electronic Journa l of Combinato rics, 2009, DS1, 12: 1-72.

[8 ]　苏文龙 ,罗海鹏 ,李乔 .多色经典 Ramsey数 R (q, q,… ,

q)的下界 [ J].中国科学 ( A辑 ) , 1999, 29( 5): 408-413.

[9 ]　 Godsil G, Royle G. Alg ebraic g raph theo ry [M ]. New

York: Spring-verlag , 2001: 221-222.

(责任编辑:韦廷宗 )　　

(上接第 12页 Continue f rom page 12)

0,另一个是 5,即 s5 = s4 = s3 = s2 = s1 = a或 a
i
b.因

此过点 1的有向 5-圈只有两个 ,即 ( 1,a,a
2
,a

3
,a

4
,a

5
)

和 ( 1,a
i
b, (a

i
b)

2
, (a

i
b)
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, (a

i
b)

4
, (a

i
b )

5
) .设e∈ A

*
1 ,则e

固定 1,a和 a
i
b.故e固定这两个有向圈上的每一个

点 .特别地e固定 a
2 , (aib) 2 ,这样e固定集合 X 1 (a) ,

X 1 (aib)中每一个点 .由 X的连通性 ,e固定 X上所有

点 ,从而e= 1, A*1 = 1.由引理 1. 2知 X正规 .
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