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摘要:考虑经典 Turá n型问题的变形 ,并确定e(F6 ,n) = 4n+ 2,其中 F6是 6个顶点的扇图 ,n充分大 .
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Abstract: A variation of the classical Turá n-type ext remal problem is considered, and the value of

e( F6 ,n) = 4n+ 2 is determined, w hereF6 is a fan g raph on 6 vertices and n is large sufficiently.
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　　所有 n项非增非负整数序列 c= (d1 , d2 ,… ,dn )

的集合记为 N Sn .设c∈ N Sn ,如果c的每一项都是非

零的 ,则称c为正的 .如果c是某一个 n阶简单图 G的

度序列 ,则称c∈ N Sn是可图的 ;并且 G称为c的一

个实现 . N Sn中所有正的可图序列构成的集合记为

GSn .对于c∈ N Sn ,定义e(c) = d1+ d2+ … + dn .

对于给定的图 H ,称c∈ GSn是蕴含 H可图的 ,如果

c有一个实现包含 H作为子图 .若图 G和图 H没有公

共顶点 ,则用 G∪ H表示 G和 H的并 ,当 G同构于 H

时 ,简记 G∪ H为 2G.图 G+ H表示具有顶点集

V (G+ H ) = V (G)∪ V ( H )和边集 E (G+ H ) =

E (G)∪ E ( H )∪ {x y: x∈ V (G) , y∈ V ( H ) }的图 .

　　文献 [1 ]考虑经典 Turá n型问题的变形: 确定最

小的正偶数e( H ,n) ,使得对于每一个 n项可图序列c

= (d1 , d2 ,… ,dn ) ,当e(c)≥e( H ,n)时 ,c是蕴含 H

可图的 .对于 H= K r+ 1 ,其中 K r+ 1为 r+ 1阶完全图 .

文献 [2 ]猜想对于充分大的 n,e(Kr+ 1 ,n) = (r -

1) ( 2n - r ) + 2,同时证明此猜想对于 r = 2成立 .李

炯生等
[3～ 5 ]
证明文献 [2 ]中的猜想对于 r≥ 3和充分

大的 n是成立的 .

　　具有 m个顶点的扇图 ,记为 Fm ,是一条 m - 1个

顶点的路 Pm- 1加上另一个顶点 ,并且此顶点与路

Pm- 1的每个顶点都相邻 .文献 [2]和文献 [6 ]分别确

定了e( F3 ,n)和e(F4 ,n )的值 ,其中 F3 = K3 , F4 = K 4

- e是从 K 4中删去一条边后所得的图 .文献 [7]确定

了 e(F5 ,n )的值 .本文考虑经典 Turá n型问题的变

形 ,并确定e( F6 ,n) = 4n + 2,其中 F6是 6个顶点的

扇图 ,n充分大 .

1　预备知识

　　 设c= (d1 , d2 ,… ,dn )∈ GSn .记c′= (d2 - 1,

… ,dd
1
+ 1 - 1, dd 1

+ 2 ,… ,dn ) ,并且称 c″= (d
′
1 ,d

′
2… ,

d
′
n- 1 )是c删去 d1后的剩余序列 ,其中 d

′
1≥ d

′
2≥…≥

d
′
n- 1是 d2 - 1,… ,dd

1
+ 1 - 1,dd

1
+ 2 ,… , dn的重排 .易

知 ,如果c″是可图的 ,则c也是可图的 ,这是因为在c″

的实现 G′中添加一个度为 d1的新顶点 v1 ,使得 v1相

邻于 G′中那些从c到c″的过程中度被减 1的顶点 ,所

得的图 G是c的一个实现 .

　　 定理 1. 1[8 ]　设c∈ N Sn .则c∈ GSn当且仅当

c″∈ GSn- 1 .

　　定理 1. 2
[9 ]
　设c= ( d1 ,d2 ,… ,dn ) ∈ N Sn ,且

e(c)为偶数 .则c∈ GSn当且仅当对每个 t , 1≤ t≤ n

- 1,有

　　∑
t

i= 1
di≤ t ( t - 1) + ∑

n

j= t+ 1
min{t ,d j }.

　　定理 1. 3
[1 ]
　设c∈ GSn , H是一个给定的图 .若
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c有一个实现 G满足 H G,则c有一个实现 G′满足

H G′且 H中的顶点在 G′中的度是 c中最大的 .

　　定理 1. 4[ 10]　设 n≥ 4,c= (d1 ,d2 ,… , dn )∈

GSn ,且c≠ ( 25 ) , ( 26 ) ,其中 x
y表示 y个连续的项 x .

则c是蕴含四圈 C4可图的 ,当且仅当 d4≥ 2,且当 d1

= n - 1时 ,d2≥ 3.

　　定理 1. 5
[11 ]
　设c= (d1 ,d2 ,… ,dn )∈ GSn .如果

dr ≥ r ,d2r+ 2≥ r - 1,则c是蕴含 Kr+ 1可图的 .

　　定理 1. 6
[12 ]
　设c= (d1 , d2 ,… ,dn )是非负整数

序列 ,m = max {d1 , d2 ,… ,dn } ,∑
n

i= 1di是偶数且c=

(d1 , d2 ,… ,dn )是c的重排 ,其中d1≥ d2≥…≥ dn是

d1 ,d2 ,… ,dn的重排 .如果存在一个整数 n1≤ n,使得

dn1 ≥ h≥ 1且 n1≥
1
h

[
(m+ h + 1)

2

4
] ,那么c是可

图的 .

2　主要结果

　　引理 2. 1　设c= (d1 ,d2 ,… , dn )∈ GSn满足 d5

≥ 3,e(c)≥ 4n+ 2且 n≥ 7.则从c中删去 d1的剩

余序列c″= ( d
′
1 ,d

′
2 ,… , d

′
n- 1 )是蕴含 P5可图的 .

　　证明　设序列c″= (d′1 ,d′2 ,… , d′n- 1 )中的非零

项的项数为 t.仍然记 c″= ( d′1 ,d′2 ,… , d′t ) .那么只需

要证明正的可图序列c″是蕴含 P5可图的 .

　　如果c″= ( 25 )或c″= ( 26 ) ,则c′是蕴含 P5可

图的 .假设c″≠ ( 25 ) , ( 26 ) .如果 d
′
1 = t - 1且 d

′
2 = 2,

则 c″= ( t - 1, 2k , 1t- k- 1 ) ,其中 k≥ 4.显然 K 1 +

(
k
2
K 2∪ ( t - k - 1) K 1 )是c″的实现 ,且包含 P5作

为一个子图 .因此 ,c″是蕴含 P5可图的 .假设 d
′
1≤ t -

2或者 d
′
2≥ 3.由定理 1. 4,c″是蕴含 C4可图的 .设 G′

是c″的一个实现 ,且 v1v2v3v4v1 G′.如果存在两个顶

点 vi ∈ V (C4 ) ,vj  V (C4 )满足 vivj ∈ E (G′) , 则 G′

包含一条 P5作为子图 ,即 vjvivi+ 1… v4v1… vi- 1 G′.

因此 ,c″是蕴含 P5可图的 .于是 ,假设任意的顶点 u 

V (C4 )都不与 vi相邻 , 1≤ i≤ 4.由于e(c″)≥e(c) -

2d1≥ 4n+ 2 - 2(n - 1) > 12,故存在一条边 e= xy

∈ E (G′) ,且 x , y  V (C4 ) .在 G′中 ,删去边 x y和

v1v2 ,添加两条新的边 xv1 ,yv2 ,记 G″= G′+ {xv1 ,

yv2 } - {xy ,v1v2 }.显然 , G″是c″的一实现 ,且包含 P5

作为子图 ,即 yv2v3v4v1 G″.因此 ,c″是蕴含 P5可图

的 .证明完毕 .

　　引理 2. 2　设c= (d1 , d2 ,… ,dn )∈ GSn满足 n

- 2≥ d1≥ d2≥… ≥ d6 = … = dd
1
+ 1 = dd

1
+ 2≥…

≥ dn ,其中 d1≥ 5且 n≥ 15.如果 4≥ d2 ,d6≥ 3,则

c是蕴含 F6可图的 .

　　证明　考虑从c中删去 d1后的序列

　　 c′= ( d2 - 1,… ,d6 - 1, d7 - 1,… ,dd
1
+ 1 - 1,

dd
1
+ 2 ,… ,dn ) .

由定理 1. 1,只需证明 c′存在一个实现 G1 ,使得

dG
1
(vi ) = di - 1, i = 2, 3,… , 6,且 P5 G1 [ {v2 ,v3 ,

… ,v6 } ].

　　 令d1 = (d2 - 1,… , d6 - 1, d
( 1)
7 ,… ,d

( 1)
n ) ,其中

d
( 1)
7 ≥… ≥ d

( 1)
n 是项 d7 - 1,… , dd 1

+ 1 - 1, dd 1
+ 2 ,… ,

dn的重排 .记d′1 = (s2 , s3 ,… , s6 , d( 1)
7 ,… ,d ( 1)

n ) ,其中 si

= di - 1 - 2, 2≤ i≤ 6.显然 , 1≥ s2≥ s3≥…≥ s6

≥ 0.由 d
′
k - 1 , 2≤ k≤ 6,按如下方法构造序列d

′
k: 从

d′k- 1中移去 sk ,并从 d
(k- 1)
7 项开始 ,将非零的前 sk项各

减 1,然后按非增顺序重排最后的 n - 6项 .由于 n -

6≥ 5,且从d′k- 1构造d′k的过程看 ,d′k的项中不会出现

负项和零项 .易知 ,d′6 = ( d ( 6)
7 , d( 6)

8 ,… ,d ( 6)
n )满足 4≥

d
( 6)
7 ≥ d

( 6)
8 ≥… ≥ d

( 6)
n ≥ 1且e(d′6 )是偶数 . n - 6≥

[
( 4+ 1+ 1) 2

4
] ,由定理 1. 6,d′6是可图的 .设 G6是d′6

的一个实现 .对于 j = 5, 4, 3, 2, 1,依次向d
′
j+ 1的实现

Gj+ 1中添加新的顶点 vj+ 1 ,使其与从d
′
j到d

′
j+ 1的过程

中度减少 1的顶点邻接 .易知 , G1是序列d′1 = (s2 , s3 ,

… , s6 ,d ( 1)
7 ,… , d ( 1)

n )的一个实现 ,满足 dG
1
(vi ) = si , 2

≤ i≤ 6且 {v2 ,v3 ,… ,v6 }是 G1中的独立集 .于是 ,d1的

实现 G
′
1可以由 G1中 {v2 ,v3 ,… ,v6 }添加新的边使其

形成 C5得到 , 即 G
′
1 = G1 ∪ {v2v3 ,v3v4 ,v4v5 ,v5v6 ,

v6v2} .易知 ,G
′
1是c′的实现 ,dG

′
1 (vi ) = di - 1, 2≤ i≤

6且 P5 G
′
1 [ {v2 ,… ,v6} ].证明完毕 .

　　 引理 2. 3　设c= ( d1 ,d2 ,… ,dn )∈ GSn满足 n

- 2≥ d1≥ d2≥… ≥ d6 = … = dd
1
+ 1 = dd

1
+ 2≥…

≥ dn ,其中 d2≥ 5, 4≥ d6≥ 2且 n≥ 15.如果 d3≥

4,d5≥ 3或者 d3 = d6 = 3,则c是蕴含 F6可图的 .

　　证明　考虑从c中删去 d1后的序列

　　 c′= ( d2 - 1,… ,d6 - 1, d7 - 1,… ,dd
1
+ 1 - 1,

dd
1
+ 2 ,… ,dn ) .

记c
′
1 = (d

( 1)
2 ,… ,d

( 1)
6 , d

( 1)
7 ,d

( 1)
8 ,… ,d

( 1)
n ) ,其中 d

( 1)
i =

di - 1, i = 2, 3,… , 6,且 d
( 1)
7 ≥ d

( 1)
8 ≥… ≥ d

( 1)
n 是c′

中最后的 n - 6项的重排 . 由 c′k- 1 = (d (k- 1)
k ,… ,

d
( k- 1)
6 ,d

(k- 1)
7 , d

( k- 1)
8 ,… , d

(k- 1)
n ) , 2≤ k≤ 6,按如下方

法构造序列c′k:从c′k- 1中移去 dk
(k- 1) ,并从 d

(k- 1)
k+ 1 项开

始 ,将非零的前 d
(k- 1)
k 项各减 1,然后按非增顺序重排

最后的 n - 6项 .由于 n - 6≥ 5,从c′k- 1构造c′k的过

程看 ,c
′
k的项中不会出现负项 .易知 , 1≥ d

(k)
7 - d

( k)
d
1
+ 2

≥ 0.由c
′
6的定义知 ,c

′
6 = ( d

( 6)
7 ,d

( 6)
8 ,… , d

( 6)
n ) ,满足 4

≥ d
( 6)
7 ≥ d

( 6)
8 ≥… ≥ d

( 6)
n ≥ 0且e(c

′
6 )是偶数 .如果
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d
( 6)
7 ≥ 2,则 d

( 6)
n ≥ 1. 由 n≥ 15, 于是 n - 6≥

[
( 4+ 1+ 1)

2

4
].由定理 1. 6,c

′
6是可图的 .如果 d

( 6)
7

= 1,则c′6显然是可图的 .设 G6是c′6的一个实现 .对

于 j = 5, 4, 3, 2, 1, 0,依次向c′j+ 1的实现 Gj+ 1中添加

新的顶点 vj+ 1 ,使其与从c′j到c′j+ 1的过程中度减少 1

的顶点邻接 .易见 ,G0是c的一实现 .在构造 G0的过

程中 ,由 d3≥ 4,d5≥ 3(d3 = d6 = 3) ,有 d
( 2)
3 ≥ 2,d

( 2)
5

≥ 1(d
( 2)
3 = d

( 2)
6 = 1) ,因此有 v3v4 ,v3v5∈ E (G2 )或者

v3v4 , v5v6∈ E(G2 ) .又由于 d2≥ 5,故 F6 K2 + (P3

∪ K 1 ) G0或者 F6 K 2 + 2K2 G0 .因此 ,c是蕴

含 F6可图的 .证明完毕 .

　　定理 2. 1　e(F6 ,n ) = 4n+ 2,其中 n充分大 .

　　证明　考虑序列c= ( 4n ) 是 4正则图的度序

列 ,并且c的任意实现不包含子图 F6 .因为 F6有一个

顶点的度是 5,所以 ,e( F6 ,n)≥e(c) + 2= 4n + 2.

　　为了证明e( F6 ,n)≤ 4n+ 2,只需要证明:如果c

= (d1 , d2 ,… ,dn )∈ GSn满足e(c)≥ 4n+ 2,且 n充

分大 ,则c是蕴含 F6可图的 .设c= ( d1 ,d2 ,… , dn )∈

GSn满足e(c)≥ 4n + 2.显然有 d1≥ 5.

　　如果 d5≤ 2,由定理 1. 2,有∑
4

i= 1d i≤ 20+

∑
n

j= 5min{ 4, dj } = 12+ 2(n - 4) , 于是 e(c) =

∑
4

i= 1di + ∑
n

j= 5d j≤ 12+ 4(n - 4) = 4n - 4 < 4n

+ 2,矛盾 .即 d5≥ 3.

　　如果 d6≤ 1,由定理 1. 2,有∑
5

i= 1
d i≤ 20+

∑
n

j= 6
min{ 5,d j } = 20 + (n - 5) , 于是 e(c) =

∑
5

i= 1di+ ∑
n

j= 6d j≤ 20+ 2n - 10 < 4n+ 2,矛盾 .

即 d6≥ 2.

　　考虑从c中删去 d1后的剩余序列c″= (d
′
1 , d

′
2 ,

… , d
′
n- 1 ) .由定理 1. 1和引理 2. 1,c″是蕴含 P5可图

的 .如果 d1 = n - 1或者存在一整数 t , 6≤ t≤ d1+

1,使得 dt > dt+ 1 ,则 d
′
1 = d2 - 1,d

′
2 = d3 - 1,… ,d

′
5

= d6 - 1.由定理 1. 1和定理 1. 3, c是蕴含 F6可图

的 .因此 ,假设 n - 2≥ d1≥… ≥ d5≥ d6 = … =

dd
1
+ 2≥… ≥ dn .

　　如果 4≥ d2 ,则 d6≥ 3;否则 ,假设 d6≤ 2.于是

e(c) ≤ n - 1+ 16+ 2(n - 5) = 3n+ 5 < 4n+ 2,

矛盾 .由引理 2. 2,c是蕴含 F6可图的 .

　　假设 d2≥ 5.如果 d12≤ 3,则 d1≥ 10;否则 ,如

果 d1≤ 9,则e(c)≤ 9× 11+ 3(n - 11) < 4n+ 2,

与 n充分大矛盾 .因此 , 3≥ d6 = … = d12 = … =

dd
1
+ 2≥ 2.如果 d3 = 3,由 d5≥ 3,则 d6 = 3.因此 ,由

引理 2. 3,c是蕴含 F6可图的 .如果 d3≥ 4,由 d5≥ 3

且 3≥ d6≥ 2,则c是蕴含 F6可图的 .假设 d12≥ 4.

如果 d6≥ 5,由定理 1. 5,则c是蕴含 K 6可图的 ,即c

也是蕴含 F6可图的 .如果 d6 = 4,由引理 2. 3,则c是

蕴含 F6可图的 . 证明完毕 .
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