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摘要:利用群论方法 ,证明 5p阶亚循环群上连通 2度 Cayley有向图是正规性的 .
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　　 1995年 ,徐明曜
[1 ]
提出 Cayley有向图正规性的

概念 .但是后来同行们发现要决定 Cay ley有向图何

时正规 ,何时不正规 ,在绝大多数情况下很困难 .尽管

如此 ,对 Cayley有向图正规性的研究还是取得了一

些成果: 王长群等 [2 ]确定所有不连通的正规 Cayley

有向图 ;李才恒 [3 ]证明线性群 PSL ( 2,q)上所有 2度

连通 Cayley有向图是正规性的 ; Baik等
[ 4]
证明交换

群上绝大多数小度数连通 Cayley图是正规的 .上述

结果在对称图分类中已经得到应用 ,如徐明曜等 [5 ]给

出交换群上 4度连通 1-正则和弧传递 Cay ley图的分

类 ;冯衍全等
[6, 7 ]
对正则 p-群上的 2度连通非正规

Cayley有向图进行了分类 ,确定 2p2阶群上 (p是素

数 )的 2度连通 Cayley有向图的正规性 .我们对 5p

阶亚循环群上 2度 Cayley有向图的正规性进行研

究 ,并证明它是正规的 .本文涉及的图都是有限、连

通、简单、有向图 .未定义而引用的群论及代数图论方

面的概念可参阅文献 [1 ].

1　预备知识

　　对一个图 X ,其顶点集记作 V (X ) ,边集记作

E (X ) . V (X )到自身并保持边不变的双射 (即置换 )

全体关于映射的乘法构成一个群 ,称为图 X的全自

同构群 ,记作 Aut(X ) .如果 Aut(X )作用在 V (X ) (或

E (X ) )上传递 ,则称 X是点 (或边 )传递 .

　　设 G是一个有限群 ,取 S = G\ { 1} ,则群 G关于

其子集 S的 Coy ly (有向 )图 X = Cay(G, S)定义为:

( 1)V ( X ) = G; ( 2)E (X ) = { (g , sg )|g∈ G, s∈ S}.

　　由定义易知:

　　 ( 1)G的单位元 1的邻域 N ( 1) = S;

　　 ( 2)X连通当且仅当 G= 〈S〉;

　　 ( 3)由于 G的右正则表示 R (G)≤ Aut( X ) ,所以

Coyly图都是点传递图 ;

　　 ( 4)X是无向图当且仅当 S
- 1 = S.

　　定义 1. 1　 Cayley (有向 )图 X = Cay (G, S)叫

做正规的 ,如果 R(G) 4 A = Aut( X ) .

　　命题 1. 1　 ( 1)N A ( R (G) ) = R (G) Aut (G, S) ,其

中 Aut(G, S) = {T∈ Aut(G)|ST = S }. ( 2) A =

R (G) Aut (G, S)等价于 R(G) 4 A.

　　命题 1. 2　 Cay ley (有向 )图 X正规当且仅当 A1

= Aut(G, S) , 其中 A1表示单位元 1在 A中的稳定

子群 .

　　 5p阶亚循环群 G的构造如下:

　　 G= 〈a,b|a
5
= b

p
= 1,a

- 1
ba = b

r
, 1 < r < p, r

5

≡ 1( modp )〉.

若无特殊说明 ,以下所指的 5p阶亚循环群 G均形如

上式 .
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　　引理 1. 1　设 G为 5p阶亚循环群 ,则有
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1 ) (a
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)
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x k
b
y
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　　 ( 4)G中所有 5阶元组成的集合为 {a
k
b
i
|k = 1, 2,

3, 4; i = 0, 1,… ,p - 1}.

　　证明　 ( 1)由 a
- 1
ba = b

r ,则 a
- x
ba

x = b
r
x

,即 ba
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,而b
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　　 ( 2)由 ( 1)知 ,by1ax = a
x
b
y
1
r
x

,即得 ( 2) .

　　 ( 3)对 k用数学归纳法 .当 k= 1时 ( 3)显然成立 ,

进而

　　 (axby )k+ 1 = (axby ) (axby )k = (axby )axk = b
y
rxk- 1

rx - 1 =
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x
(b

y
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　　 ( 4) 由 ( 3) 知 , (axby ) 5 = a
5x
b
y
r
5x
- 1

rx - 1 = 1, 说明

o(axby ) = 5.反之 ,o(by )|p.所以若 o(axby ) = 5,必有

x≡ 1( mod5) .

　　引理 1. 2
[6 ]
　设 G为有限群 , S = {e, f }是 G的

一个不包含单位元的二元生成子集 .记 X = Cay(G,

S )且 A= Aut (X ) .设 A
*
1 是 A中固定 1,e, f的子群 ,

则 X = Cay(G, S )正规当且仅当 A
*
1 = 1.

2　主要结果

　　定理 2. 1　设 G是 5p阶亚循环群 ,即 G= 〈a,

b|a5 = 1,bp = 1,a- 1
ba = b

r〉 ,其中 1 < r < p, r5≡

1( modp ) ,则 G的连通 2度 Cayley有向图是正规的 .

　　证明　 ( 1)设 X = Cay(G, S) ,由 X的连通性可

知 , S中至少有一个 5阶元 .不妨设这个 5阶元为 e ,即

o(e) = 5,设e∈ A
*
1 ,显然 f 的阶是 5或 p.

　　若 o( f ) = p时 ,不妨设 S = {a,b} ,其中 e= a,

f = b.则可以证明过点 1的有向 5-圈只有一个 ,即

( 1,a,a2 ,a3 ,a4 ,a5 ) .设 ( 1, s1 , s2s1 , s3s2s1 , s4s3s2s1 ,

s5s4s3s2s1 ) (这里 sj = a或 b , 1≤ j≤ 5)是过点 1的有

向 5-圈 ,则必有 s5s4s3s2s1 = 1.当 sj ( 1≤ j≤ 5)中有 b

出现时 ,必有 o (b) = 5,矛盾 .故 sj = a ( 1≤ j≤ 5) ,即

过点 1只有一个有向 5-圈 ,即 ( 1,a,a
2
,a

3
,a

4
,a

5
) .这

样 e固定集合 X 1 (a )中每个点 .再由于 X的点传递

性 ,过每个点 X有唯一有向 5-圈 .因为e固定 b,从而

固定过 b的有向 5-圈 (b,ab,a2b,a3b,a4b,a5b= b) ,故e

固定这个有向 5-圈上的每一个点 ,进而固定集合

X 1 (b)中每个点 .由 X的连通性 ,e固定 X的所有点 ,

从而e= 1, A
*
1 = 1.由引理 1. 2知 X正规 .

　　 若 o( f ) = 5时 ,设 S = {a ,aib} ,其中 e= a, f =

a
i
b.则可以证明过点 1的有向 5-圈只有两个 ,即 ( 1,a,

a
2 ,a3 ,a4 ,a5 )和 ( 1,aib, (aib) 2 , (aib) 3 , (aib) 4 , (aib ) 5 ) .设

( 1, s1 , s2s1 , s3s2s1 , s4s3s2s1 , s5s4s3s2s1 ) (这里 sj = a或 a
i
b,

1≤ j≤ 5)是过点 1的有向 5-圈 ,则必有 s5s4s3s2s1 =

1.这时 e和 f 出现的数目必为一奇一偶 .当 e和 f 出

现的数目有一个是 1而另一个是 4时 ,必有 e= f
- 4或

f = e
- 4
.这样 G= 〈e, f〉 = 〈e〉或〈f〉 ,与 G是交换群

矛盾 ;当 e出现的数目是 2, f是 3时 ,有下面情形: e2
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- 3 , f ef e f = f

2
ef e= ef e f

2 = ef
2
ef = f ef

2
e= 1,

可推出 (ef )
2
= f

- 1
, ( f e )

2
= f

- 1
, f

3
= e

- 2
.再证明这

些式子均不成立 .

　　若 (ef ) 2 = f
- 1 ,则 (aaib) 2 = (aib) - 1 ,即 a
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b
ri+ 1+ 1
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a
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3
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- 2 ,br
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2
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,则 (a
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ba)

2
= (a
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- 1
,由引理 1. 1
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b
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a
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.当 i = 1时 ,由引理 1. 1得
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5
≡-

1( modp) , r≡ - 1( modp ) ,与 1 < r < p矛盾 ;当 i =

2时 ,由引理 1. 1有 ab
r
4
+ r = b

- 1
a
- 2 ,babr

4
+ r = a

- 2 ,

ab
r4+ 2r = a

- 2 ,br
4+ 2r = a

- 3 ,矛盾 ;当 i = 3时 ,由引理

1. 1有 a
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　　 若 f
3 = e

- 2 , 则 (aib) 3 = a
- 2 , 由引理 1. 1得

b
r2i+ ri+ 1

= a
3( 1- i)

.当 i = 1时 ,有 b
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时 ,br
8
+ r

4
+ 1 = a,矛盾 .当 e出现的数目是 3, f是 2时 ,

可以推出 (ef )
2
= e

- 1
, ( f e )

2
= e

- 1
,e

3
= f

- 2
.同理可

证 ,这些式子均不成立 .

　　这样 e和 f在 s5s4s3s2s1中出现的数目只能一个是
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- 81 - 4323 3040 1608 - 1722 3123 

3964 - 993 - 3399 - 3203.

　　此后没有更长的 A0链 ,故有 l ( 1329) = 15.用回

溯法计算以 M中其他各元为起点的 A0链 ,其长度均

不超过 15,即 a∈ M l (a)≤ 15.根据引理 6、引理

2和引理 1就得到

　　 [B ] = 16 R( 19, 19)≥ 9277.

　　再引用递推公式 ( 1)即得 R ( 20, 20)≥ 18557.

这就证明了定理 1.

　　这个结果尚未见有文献报道 .我们据算法 1设计

程序 ,在 CPU为 AMD2400+ 的电脑上完成整个运

算过程大约用了 122h.
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0,另一个是 5,即 s5 = s4 = s3 = s2 = s1 = a或 a
i
b.因

此过点 1的有向 5-圈只有两个 ,即 ( 1,a,a
2
,a

3
,a

4
,a

5
)

和 ( 1,a
i
b, (a

i
b)

2
, (a

i
b)

3
, (a

i
b)

4
, (a

i
b )

5
) .设e∈ A

*
1 ,则e

固定 1,a和 a
i
b.故e固定这两个有向圈上的每一个

点 .特别地e固定 a
2 , (aib) 2 ,这样e固定集合 X 1 (a) ,

X 1 (aib)中每一个点 .由 X的连通性 ,e固定 X上所有

点 ,从而e= 1, A*1 = 1.由引理 1. 2知 X正规 .
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