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摘要:在响应变量随机缺失的线性模型中 ,利用 R统计软件模拟比较完全样本法、固定填补法和分数线性回归

填补法得到的回归系数、响应变量均值、响应变量的分布函数、响应变量的分位数估计 ,并用标准误差 ( SE)评判

其优劣 .结果表明 ,除固定填补法外 ,无论采用其余哪种方法 ,随着样本容量的增大 ,评判值 SE减小 ,样本容量

越大 ,估计也就越精确 ;缺失概率的大小也影响估计的精度 ,缺失概率越大 ,相应的评判值 SE越大 ,估计的精度

也就越差 ;另外 ,在分数线性回归填补法中 , J = 5的结果总是比 J = 1的结果好 ,这说明随着 J的增大 ,其估计

精度也随着提高 .
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Abstract: When the response variable is missing at random in a linear model, three means are

considered to handle missing values. They are deleting cases wi th missing values, deterministic and

fractional linear reg ression imputations. Based on these methods, th ree estima tors are studied for the

reg ression parameters such as the mean, the distribution functions and the quantiles of the response

variable. Simulations using stati stical R sof tw are a re conducted to compare the performances of three

estimators. The results show that if we use the methods except for the deterministic imputa tion, the

values of SE decrease and the estimations are more accurate as the sample sizes increase. We can also

see that the values of SEs increase and the estimatiors are less accurate as the response probabilities

decrease. The estimatiors are more accurate at J = 5 than that at J = 1, w hich show s that the

accuracy of the estimators increases as J increases based on the f ractional regression imputation.
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　　线性模型有很强的实际应用背景 ,在生物、医学、

经济、金融、环境科学及工程技术等领域的数据分析

中应用广泛 .然而 ,在许多实际问题中 ,由于各种人为

或其它不可知因素 ,都容易导致大量缺失数据的产

生 .从而线性模型在缺失数据下的研究成为焦点 .

　　缺失数据的处理往往采用简单的成对删除 ,这很

容易实现 ,在少量缺失数据时也是可行的 ,但是可能

导致严重的估计偏差 .通常对缺失数据进行填补是比

较有效的 .文献 [1, 2 ]中列举了填补法的主要优点 .文

献 [3, 4]用 (固定 )回归填补方法填补有缺失的线性模

型中的数据 ,但没有考虑其它缺失数据的处理方法 .

对各种处理方法优劣的比较是一个没有涉及的课题 .

本文同时考虑缺失值的 3种处理方法: 完全样本法、

固定填补法和分数线性回归填补法 ,基于这 3种处理

方法得到回归系数、响应变量均值、分布函数、分位数
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的 3种估计形式 ,并用 R统计软件进行数值模拟 ,分

别比较回归系数、均值、分布函数、分位数基于这 3种

处理方法得到的估计的优劣 .所得结果为实际应用中

估计方法的选取提供依据 .

1　基于 3种不同处理方法得到的回归系数、

均值、分布函数和分位数估计

　　考虑线性回归模型: yi = x
′
iU+ Xi , i = 1,… ,n ,

其中 xi为 p维随机设计向量 , yi为响应变量 ,U为 p维

未知参数 ,误差序列 {Xi }独立同分布 ,且 EXi = 0, 0 <

e
2
= VarXi <∞ .

　　设有不完全 iid.样本 { ( xi ,yi ,Wi ) , 1≤ i≤ n} ,其

中 {xi , 1≤ i≤ n}可全部观测到 , { yi , 1≤ i≤ n}有缺

失 ,Wi为指示 yi缺失的变量 ,即

　　Wi =
0,如果 yi缺失 ,

1,如果 yi不缺失 .

　　用 (x , y ,W)记 { (xi , yi ,Wi ) , 1≤ i≤ n }所对应的总

体 .我们假定 { yi }满足 M AR缺失机制 ,即 P (W=

1|x , y ) = P (W= 1|x ) = P (x ) ,也即给定 x之下 ,y与

W条件独立 .

　　为方便 ,引入记号:

　　 r = ∑
n

i= 1

Wi ,m = n - r , sr = {i:Wi = 1, i = 1,… ,

n } , sm = {i:Wi = 0, i = 1,… ,n } ,

分别表示没有缺失数据的单元数、有缺失数据的单元

数、没有缺失数据的单元集和有缺失数据的单元集 .

1. 1　基于完全样本下的估计

　　利用观察到的样本数据对 { (xi , yi ) , i∈ sr }给出

回归系数、均值、分布函数、分位数的估计 ,即

　　U
^
n1 = (∑

n

i= 1
Wixix

′
i )

- 1
(∑

n

i= 1
Wixiyi ) , ( 1. 1)

　　Y
-
n1 =

1
r∑

n

i= 1
Wiyi , ( 1. 2)

　　F
^
n 1 ( y ) =

1
r∑

n

i= 1

{Wi I (yi≤ y ) } , ( 1. 3)

　　θ
^
q, 1 = inf

u
{F
^
n 1 (u )≥ q} = F

^ - 1
n1 (q) . ( 1. 4)

1. 2　基于固定补足下的估计

　　用固定补足方法来填补缺失的响应变量 ,当 yi

缺失时 ,用其预测值来补足 ,即 y
*
i 1 = x

′
iU
^
n1 , i∈ sm ,作

为 yi , i∈ sm的填补值 .补足后 ,记 y
~

i1 = Wiyi + ( 1 -

Wi ) y*i1 , i = 1,… ,n,从而基于固定补足后的“完全样

本”得到回归系数、均值、分布函数、分位数的估计为

　　U
^
n2 = (∑

n

i= 1

xix
′
i ) - 1 (∑

n

i= 1

xiy
~

i 1 ) , ( 1. 5)

　　Y-n2 = 1
n∑

n

i= 1

y
~

i1 , ( 1. 6)

　　 F
^
n2 ( y ) =

1
n∑

n

i= 1
{Wi I ( yi≤ y )+ ( 1 - Wi ) I ( y

*
i 1≤

y ) } , ( 1. 7)

　　θ
^
q, 2 = inf

u
{F
^
n2 (u)≥ q} = F

^ - 1
n 2 (q) . ( 1. 8)

1. 3　基于分数线性回归填补下的估计

　　利用随机方法 ,并借鉴于文献 [2 ]中分数线性回

归填补法 ,即用 y
*
i2 = x′iU

^
n1 + X

*
i , i∈ sm ,作为 yi , i∈

sm的填补值 ,其中X*i = J
- 1∑

J

l= 1
X*il ,J≥ 1, {X*il , l = 1,

… , J }为从 { yj - x
′
jU
^
n 1 , j∈ sr }中独立重复地抽取的 J

个样本 .补足后 ,记 y
~

i2 = Wiyi+ ( 1- Wi ) y*i2 , i = 1,… ,

n,从而基于随机补足后的“完全样本” 得到回归系

数、均值、分布函数、分位数的估计为

　　U
^
n 3 = (∑

n

i= 1

xix
′
i )- 1 (∑

n

i= 1

xi y
~

i2 ) , ( 1. 9)

　　 Y
-
n 3 =

1
n∑

n

i= 1

y
~

i 2 , ( 1. 10)

　　 F
^
n3 ( y ) =

1
n∑

n

i= 1
{Wi I (yi ≤ y ) + ( 1 -

Wi )J- 1∑
J

l= 1
I (x′iU

^
n 1+ X*il ≤ y ) } , ( 1. 11)

　　θ
^
q, 3 = inf

u
{F
^
n3 (u)≥ q} = F

^ - 1
n 3 (q) . ( 1. 12)

2　数值模拟

　　用 R统计软件进行模拟 ,分别比较 3种方法所得

回归系数、均值、分布函数、分位数的优劣 .

2. 1　模拟数据的选取

　　 ( 1)模型:取 yi = xiU+ Xi ,其中U= 1,xi～ N ( 1,

1) ,Xi ～ N ( 0, 1) , 1≤ i≤ n.

　　 ( 2)响应变量不缺失的概率: 在 MAR和 MCAR

缺失机制下考虑两种缺失情形 .

　　情形 1( MAR):

　　 P1 (u) = P (W= 1|x = u) =

0. 8+ 0. 2|u - 1|,当|u - 1|≤ 1时 ,

max { 1 - 0. 05|u - 1|, 0} ,其它 .

此种情况下 ,响应变量不缺失的期望 EW= EP1 (x )≈

0. 9.

　　情形 2( MCAR):

　　 P2 (u) = P (W= 1|x = u) = 0. 6,对任意的 x .

此种情况下 , 响应变量不缺失的概率期望 EW=

EP2 ( x ) = 0. 6.

　　 ( 3) 样本容量: n = 60, 120, 240, 300, 500, 600,

1000.

　　 ( 4)重复次数: N = 1000.

2. 2　模拟结果的评判准则

　　 用标准误差 ( SE )评判估计的优劣 , SE越小说
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明此种方法越好 ,这里 SE =
1
N∑

N

i= 1

(θ
^
i - θ) 2 ,其

中 ,θ
^
i表示第 i次估计值 , i = 1,… ,N ,θ表示真值 .

2. 3　模拟结果及分析

　　在模拟中 , SE 1、 SE2、 SE 3和 SE 4分别表示基于

完全样本的估计、基于固定填补的估计、基于分数线

性回归填补 (J = 1的单一填补 )的估计和基于分数

线性回归填补 ( J = 5的多重填补 )的估计的 SE值 .

　　从图 1结果可以看出 ,无论响应变量的缺失概率

如何 , 随着样本容量的增大 , SE 1和 SE 2都是最小

的 ,两者相差不大 ,在样本容量为 60时 , SE2是最小 .

这说明在样本容量很小时 ,基于固定填补得到的回归

系数估计是一个比较好的估计 ,随着样本容量的增

大 ,基于完全样本和基于固定填补都是比较好的估计

回归系数的方法 .

图 1　回归系数的估计
Fig. 1　 SE for regr ession parameters

　　从图 2结果可以看出 ,无论样本容量与响应变量

的缺失概率如何 , SE 2都是最小的 ,这说明在此情况

下 ,基于固定填补下的估计是一个较好的估计方法 .

图 2　均值的估计

Fig. 2　 SE fo r mean

　　从图 3结果可以看出 ,在 MAR下 ,样本容量 <

500时 ,基于不同的处理方法得到的估计相差不大 ,

样本容量> 300时 ,第二种估计的 SE值越来越大 ,即

此时基于固定填补下的估计是不可取的估计方法 ;在

MCAR下 ,基于多重分数线性回归填补下的估计是

一个比较好的估计 ,随着样本容量的增大 ,采用基于

固定填补下的估计的效果显得越来差 ,甚至比不上基

于完全样本下的估计 .无论样本容量与缺失概率如

何 , SE4最小 ,所以在缺失数据下 ,对分布函数进行

估计时 ,基于多重分数线性回归填补是首选的方法 .

图 3　分布函数在 y = 2时的估计

Fig . 3　 SE for distribution function y = 2

　　从图 4结果可以看出 ,无论响应变量的缺失概率

如何 ,当样本容量> 120时 ,基于固定填补下的估计

的效果越来越差 ,甚至比不上基于完全样本下的估

计 .除了在 MCAR下 ,样本容量为 60的情况外 , SE 4

总是保持最小 ,这说明采用基于多重分数线性回归填

补方法得到的分位数估计最接近于真实值 ,即这种补

足法最好 .

图 4　分位数在 q = 0. 25时的估计

Fig . 4　 SE fo r quantile q = 0. 25

3　结束语

　　一般地 ,在数据出现缺失的线性模型中 ,估计其

回归系数时 ,基于完全样本和基于固定填补方法都是

可取的 ,而基于完全样本的方法简单 ,易于操作 ,使用

成本低 ,建议实际应用中在估计回归系数时直接采用

基于完全样本的估计方法 ;估计其均值时 ,基于固定

填补下的估计更接近于真实值 ;在对分布函数和分位

数进行估计时 ,随机填补方法将会显示出其优越性 ,

基于多重分数线性回归填补方法优于其它方法 .

(下转第 413页 Continue on page 413)　　
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3　结束语

　　从以上的计算机模拟中 ,我们发现加权网络上舆

论传播的一些新特点: 连接条数越大 ,系统就越容易

形成一致意见 ;权重的引入不利于一致意见的形成 ;

异步更新方式较同步更新方式不利于系统一致意见

终态的形成。
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　　从模拟结果可以看出 ,样本容量影响估计 ,除固

定填补法外 ,无论采用哪种方法 ,随着样本容量的增

大 ,评判值 SE减小 ,样本容量越大 ,估计也就越精

确 ;缺失概率的大小也影响估计的精度 ,缺失概率越

大 ,相应的评判值 SE越大 ,估计的精度也就越差 ;另

外 ,在分数线性回归填补法中 ,J = 5的结果总是比 J

= 1的结果好 ,这说明随着 J的增大 ,其估计精度也

随着提高 .无论采用哪种处理方法 ,都无法避免主观

因素对原系统的影响 ,并且在缺失值过多的情形下将

整个数据集完整化是不可行的 .故针对各种实际问

题 ,要注意分清问题的实质 ,合理地运用各种缺失数

据的处理方法 .
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