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摘要:建立一种奇异摄动两点边值问题数值求解的高阶 Hermite型有限体积法 ,给出该体积法的 1个简单的计

算格式 ,在较弱的条件下得到最佳阶的一致收敛性估计 ,并用数值实验验证该有限体积法的合理性和方法的有

效性 .结果表明 ,有限体积法和 Galerkin方法几乎具有相同精度 ,最优收敛阶的实际值与理论值很接近 .
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Abstract: A high order finite v olum e method of the Hermi te type is established fo r solving the

second order singular perturbation problems. A simple computing scheme of finite v olume method is

presented. The optimal order of uniform convergence is obtained under a much weaker condition
than coercivi ty assum ption. Numerical experim ents are presented to v eri fy our theoretical estimates.

It show s that fini te v olume method and Galerkin m ethod have nearly the same accuracy and the

optimal order of unifo rm convergence calculated f rom the numerical errors is v ery closed to

theo retical v alue.
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　　奇异摄动问题的数值解法在计算数学界一直受

到关注 .由于解的边界层效应 ,我们很难得到最佳阶

的一致收敛计算格式 .为此人们提出了各种数值方

法
[1～ 10 ]
来解决此类问题 ,其中包括各种有限差分法

和有限元法以及各种特殊的网格剖分 .最近 , Liu

等 [11 ]针对高阶椭圆奇异摄动两点边值问题提出一种

最优的 Galerkin方法 .他们给出一个简单的网格剖分

充分条件 (满足这样条件的网格称为最优网格 ) ,并构

造一个最优网格 ,证明在最优网格下用 Hermite样条

可以获得最佳阶一致收敛的数值解 .

　　本文建立一种奇异摄动两点边值问题数值求解

的高阶 Hermite型最优有限体积法 ,借助于最优网

格 ,给出一个简单的计算格式 ,在相当弱的条件下得

到最佳阶的一致收敛性估计 .数值实验验证了理论的

合理性和方法的有效性 ,通过比较也可以看出 ,有限

体积法和 Galerkin方法几乎具有同样的精度 .

1　基于 Hermite三次元的有限体积法

　　设 I= ( 0, 1) , L2 ( I )表示区间 I上的实值平方可

积函数空间 ,其相应的内积和范数分别是 ( ,  )和‖

 ‖ .　L
∞

( I )表示区间 I上的实值本性有界可测函

数空间 ,范数为‖  ‖ ∞ . H1 ( I )和 W
1,∞ ( I )表示区间

I上的 Sobolev空间 ,内积为 ( ,  ) ,范数分别为 ‖  

‖ 1和 ‖  ‖ 1,∞ ,半范数用| |1表示 . C
∞
0 ( I )表示区

间 I上的有紧支集的无穷次可微的线性函数空间 .

H0
1
( I )是 C

∞
0 ( I )的闭包 (按照范数 ‖  ‖ 1 ) .

　　设 q(x )∈ L
2 ( I ) , f ∈ L

2 ( I ) ,X∈ ( 0, 1]是一小

扰动参数 .定义微分算子 LX:

　　 ( LXu) (x ): = - X
2
u
″
( x ) + q( x )u(x ) .

考虑区间 I = ( 0, 1)上的二阶奇异摄动两点边值问

题:

　　 ( P1)
LXu = f , x ∈ ( 0, 1) ,

u ( 0) = u ( 1) = 0.
( 1)
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　　定义双线性形式

　　a (u,v ): = (u′,v′) ,b(u,v ) = (qu ,v ) . ( 2)

令 AX(u,v ) = X2
a(u,v ) + b(u, v ) ,那么和问题 ( 1)相

应的变分问题是: 求 u∈ U∶ = H
1
0 ( I ) ,使得对于任

意的 v∈ U ,

　　AX(u,v ) = ( f ,v ) . ( 3)

　　现在我们考虑用有限体积法求变分问题 ( 3)的

数值解 ,为此对 I = [0, 1 ]作剖分 TN ,节点是 0 = x 0

< x1 <… < xN = 1.单元 Ii的长度为 hi = x i - xi- 1 ,

i = 1, 2, 3,… N ,记 h = maxhi .

　　 为了离散问题 ( 3) ,取试探函数空间 UN为相应

于 TN的 Hermite型三次有限元空间 ,即 UN为满足下

列条件的函数 uN的集合 .

　　 ( i)uN ∈ C
1 ( I ) ,uN ( 0) = 0,uN ( 1) = 0,

　　 ( ii)uN在每个 I i = [xi - xi- 1 ]上是三次多项式 ,

它完全由单元端点的函数值和一阶导数值所确定 .

　　易知 UN的维数是 2N ,取 UN的基函数 {hi, 0 ,hi , 1:

i = 1, 2,… ,N - 1}为

　　hi , 0 ( x )∶ =

( 1 - h
- 1
i |x - xi|) 2 ( 2h- 1

i |x - xi|+ 1) ,

　　 x ∈ [xi- 1 ,xi ] ,

( 1 - h
- 1
i+ 1|x - xi|)

2
( 2h

- 1
i+ 1|x - xi|+ 1) ,

　　 x ∈ (xi ,xi+ 1 ] ,

0, x [xi- 1 , xi+ 1 ] ,

　　hi , 1 ( x )∶ =

(x - xi ) (h- 1
i |x - xi|- 1) 2 ,x ∈ [xi- 1 , xi ] ,

(x - xi ) (h
- 1
i+ 1|x - xi|- 1)

2
,x ∈ (xi ,xi+ 1 ],

0, x [xi- 1 , xi+ 1 ].

　　h0, 0 (x )∶ = ( 1 - h
- 1
1 |x - x 0|) 2 ( 2h- 1

1 |x -

x0|+ 1) , x ∈ [x 0 , x1 ] ,

　　hN , 0 (x )∶ = ( 1 - h
- 1
N |x - xN|)

2
( 2h

- 1
N |x -

xN|+ 1) , x ∈ [xN - 1 ,x N ]

　　h0, 1 (x ) = (x - x 0 ) (h- 1
1 |x - x 0|- 1) 2 ,x∈ [x 0 ,

x1 ] ,

　　hN , 1 (x ) = (x - xN ) (h- 1
N |x - xN|- 1) 2 , x ∈

[xN - 1 , xN ] ,

于是 ,任意 uN ∈ UN可以唯一表示成

　　uN = ∑
N

i= 0
(uihi, 0 + ui

′
hi, 1 ) , ( 4)

其中 ui = uN (xi ) ,u0 = uN = 0, u′i = uN
′(xi ) .

　　在单元 Ii = [xi- 1 , xk ]上 ,

　　uN = ui- 1 ( 1 - Z) 2 ( 2Z+ 1) + uiZ2 ( 3 - 2Z) +

u′i- 1hiZ( 1 - Z) 2 + u′ihi (Z- 1)Z2 , ( 5)

　　u′N = ui- 1h
- 1
i ( 6Z

2
- 6Z) + uih

- 1
i ( - 6Z

2
+ 6Z)+

u′i- 1 ( 3Z2 - 4Z+ 1) + u′i ( 3Z2 - 2Z) , ( 6)

其中Z= ( x - xi- 1 ) /hi .

　　再作对偶剖分 T
*
N ,节点为

　　 0 = x 0 < x 1
2

< x 3
2

<… < xn-
1
2

< xN = 1,其中

xi- 1
2

= (xi- 1 + xi ) /2, i = 1, 2,… ,N .

　　取检验函数空间 VN为相应于 T
*
N 的分片线性函

数空间 ,其基函数取法如下:

　　jj, 0 (x )∶ =
1,x ∈ [x j- 1 /2 ,x j+ 1 /2 ] ,

0,x  [x j- 1 /2 ,x j+ 1 /2 ] ,

　　jj, 1 (x )∶ =
x - xj , x ∈ [xj - 1 /2 , xj+ 1 /2 ] ,

0,x  [x j- 1 /2 ,x j+ 1 /2 ] .

任意 vN ∈ VN可以唯一地表示为

　　 vN = ∑
N

j= 0

(vjjj , 0+ v
′
jjj , 1 ) .

　　注意到 , ( 2)式中的双线性形式 a (u,v ) = (u′,

v′) =∫
1

0
u′v′dx在 VN上是没有定义的 ,因为 VN中的

函数 vN是分片线性函数 ,即 vN只属于 L
2 ( I ) ,而不属

于 H
1 ( I ) .对于任意 u∈ UN ∪ H

2 ( I ) ,有

　　 (u″,jj, 0 ) =∫
xj+ 1/2

x
j- 1/2

u″jj, 0dx =∫
x j+ 1 /2

x
j- 1 /2

u″dx =

u′j+ 1 /2 - u′j- 1 /2 ,

　　 (u″,jj, 1 ) =∫
x
j+ 1/2

x
j- 1/2

u″jj, 1dx =∫
x
j+ 1 /2

x
j- 1 /2

u″(x -

xj ) dx = -∫
x
j+ 1 /2

x
j - 1 /2

u′dx + u′|
j+ 1 /2
j - 1 /2 = u

′
j+ 1 /2 - u

′
j- 1 /2 =

uj - 1 /2 - uj+ 1 /2+ u
′
j- 1 /2

hj

2
+ u

′
j+ 1 /2

hj+ 1

2
.

为此 ,引入另一定义在 (UN ∪ H
2 ( I ) )× VN上双线

性形式 a
~( ,  ) .按如下定义:

　　a~(u ,jj , 0 ) = u
′
j+ 1 /2 - u

′
j- 1 /2 ,

　　a~(u ,jj , 1 ) = uj - 1 /2 - uj+ 1 /2+ u
′
j- 1 /2

h j

2
+

u
′
j+ 1 /2

h j+ 1

2 .

对于任意 v∈ VN ,双线性形式 a~(u ,v )的值是上述表

达式的线性组合 .那么对于 u∈ H
2 ( I )和 v∈ VN ,有

a
~(u ,v ) = (u″,v ) .注意到 b(u ,v ) = (qu ,v )在 (UN ∪

H
2 ( I ) ) × VN 也是有定义的 , 于是 A

~
X(u ,v ) = -

X2
a
~ (u,v ) + b (u,v )是定义在 (UN ∪ H

2 ( I ) )× VN上

的双线性形式 .所以求解问题 ( 1)的 Hermite型三次

元有限体积法就是求 uN ∈ UN ,使得对于任意的 v∈

VN ,

　　 A
~
X(uN ,v ) = ( f ,v ) . ( 7)

　　根据文献 [12 ] ,问题 ( P1)的解 u可以写成

　　u = E+ F+ G, ( 8)

其中函数 E ,F , G是充分光滑的函数 ,使得对于任意

的 x ∈ I和 j∈ { 1, 2,… } ,有
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　　|G( j) (x )|≤ c,

　　|E
( j)

(x )|≤ cX
- j
e

-Tx /X
,

　　|F ( j) (x )|≤ cX- j
e

-T( 1- x ) /X. ( 9)

　　对于求方程 ( 1)数值解的三次元 Galerkin方法 ,

最优网格可通过如下方法实现: 引进步长生成函数

　　h
0 ( x )∶ =

X
N

e
Tx
4X, ( 10)

选取步长 hi , i∈ NN
~ ,使得

　　hi≤ min{h0 (xi- 1 ) ,h0 ( 1 - xi- 1 ) , 1 /N } , ( 11)

　　N
~ ≤ cN . ( 12)

具有性质 ( 11)、 ( 12)的网格称为最优网格 .网格的具

体构造可以参考文献 [11].

　　对于任意 N∈ N,选取 TN如上述的最优网格剖

分 ,用 T
*
N 表示相应的对偶剖分 ,对于 u∈ U,ΠN u和

Π*
N u分别表示 u到空间 UN和空间 VN的 Hermite插

值 ,也就是

　　ΠN u∶ = ∑ i∈ Z
N - 1

[u (xi )hi, 0 + u′(x i )hi , 1 ],

　　Π*
N u∶ = ∑ i∈ Z

N - 1
[u (xi )ji, 0 + u′( xi )ji, 1 ].

　　设|v|k,∞ , I
i
表示 v

k在区间 I i上的最大模范数 .则

对于 j = 0, 1, 2, 3,

　　|E - ΠN E|j ,∞ ,I
i
≤ hi

4- j
|E|4,∞ , I

i
≤

cX
- 4

e
Tx

i- 1
X (
X
N
e
Tx

i- 1
4X )

4- j
≤ cX

- j
N

- 4+ j
.

　　类似的 ,上述的不等式对于 F和 G也是成立的 .

因此有

　　引理 1　 设 u是问题 ( 1)的解 ,那么存在一个不

依赖于 c的常数X和 N使得

　　‖ (u - ΠNu ) ( j)‖ ≤ cX- j
N

- 4+ j , j = 0, 1, 2, 3,

( 13)

　　‖ u - ΠN u‖ X≤ cN
- 3

, ( 14)

其中能量范数 ‖  ‖ X定义为 ‖ u‖ X∶ = (X2|u|2
1 +

‖ u‖
2
0 )

1 /2
.

2　收敛性分析

　　 证明双线性形式的一些性质 .利用 ( 5)式和 ( 6)

式 ,当 x = x j-
1
2
时 ,Z=

1
2

,可以得到

　　u j-
1
2

= uN ( xj -
1
2

) = 1
2
u j- 1+ 1

2
uj+ 1

8
h ju′j- 1 -

1
8 hju′j , ( 15)

　　u′j- 1
2 = u′N (x j-

1
2 ) = -

3
2
h j

- 1
uj- 1+

3
2
h

- 1
j u j -

1
4
u′j - 1 -

1
4
u′j , ( 16)

　　a
~ (uN ,jj, 0 ) =

3
2h j

(uj - 1 - uj ) -
3

2h j+ 1
(u j -

uj+ 1 ) +
1
4
u
′
j- 1 -

1
4
u
′
j+ 1 , ( 17)

　　a
~(uN ,jj, 1 ) = +

3
4 (uj - u j- 1 )+

3
4 (uj+ 1 - uj ) -

h j

8
u
′
j- 1 -

hj + hj+ 1

8
u
′
j -

h j+ 1

8
u
′
j+ 1 -∫

x
j+ 1

2

x
j-

1
2

u
′
N dx . ( 18)

将 ( 18)式最后的积分整理并代入 ,则有

　　a
~(uN ,jj, 1 ) = -

1
4
uj- 1 +

1
4
uj+ 1 -

1
4

(hj +

hj+ 1 )u′j . ( 19)

　　引理 2　对于充分大的 N ,存在一个不依赖于

UN的正常数T,使得

　　 - a
~(uN ,Π*

N uN )≥U|uN|2
1 , uN ∈ UN . ( 20)

　　证明　由 ( 18)式和 ( 19)式可得

　　 - a
~(uN ,Π*

N uN ) = - ∑
N

j= 0

[uja~(uN ,jj , 0 )+ u
′
ja
~(uN ,

jj, 1 ) ] = ∑
N

j= 0
[

3
2hj

(uj - u j- 1 ) -
3

2h j+ 1
(uj+ 1 - uj ) -

1
4
u
′
j- 1 +

1
4
u
′
j+ 1 ]+ ∑

N

j= 0
[

1
4
u j- 1u

′
j -

1
4
uj+ 1u′j +

1
4

(hj + hj+ 1 )u′
2
j ] = ∑

N

j= 0
hj [

3
2

(
u j - uj - 1

hj
)

2
-

1
2

uj - uj- 1

h j
(u′j + u′j- 1 ) +

1
4

(u′
2
j + u′

2
j- 1 ) ]≥

1
8∑

N

j= 0
h j [ (

u j - uj - 1

hj
)

2
+ u

′2
j + u

′2
j - 1 ]≥

1
8|u

N|
2
1,U

N ,

其中离散范数

　　|uN|1, U
N
∶ = {∑

N

j= 0

hj [ (
uj - uj- 1

hj
) 2 + u

′2
j +

u
′2
j - 1 ] }

1 /2
.

　　由文献 [13]可以知道 ,对任意的 uN ∈ UN ,存在

不依赖于子空间 UN , VN的正常数 c1 ,c2 ,使得

　　 c1|uN|1,U
N
≤|uN|1≤ c2|uN|1, U

N
.

因此引理 2得证 .

　　对于任意的 uN ∈ UN ,定义

　　‖ uN‖ L , UN∶ = sup
wN ∈ UN ,

‖ wN‖X= 1

|A~X(uN ,Π
*
N wN )|. ( 21)

　　引理 3　设与问题 ( 1)相应的齐次方程

　　 AX(u,v ) = 0,v ∈ U ( 22)

只有平凡解 ,则存在与子空间 UN和X无关的常数T,

使得当 N充分大时 ,

　　‖ uN‖ L , U
N
≥U‖ uN‖ X, uN ∈ UN . ( 23)

　　 证明　 对于任意的λ> 0,定义 bλ(u, v )∶ =

λ(u, v ) , A~X,λ(u ,v ) = A
~
X(u ,v )+ bλ(u ,v ) .由引理 2有 ,

存在一个正常数U,使得

　　 A
~
X,λ(uN ,Π*

N uN ) = - X2 (u″N ,Π*
N uN ) + ( (q+

λ)uN ,Π
*
N uN )≥ UX

2
|uN|

2
1 + (λ- ‖ q‖ ∞ )‖ uN‖

2
-
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(λ+ ‖ q‖ ∞ )‖ uN‖  ‖Π
*
N uN - uN‖ . ( 24)

注意到 ,‖Π*
N uN - uN‖ ≤U2N

- 1‖ uN‖ 1 ,U2 > 0,有

　　 (λ+ ‖ q‖ ∞ )‖ uN‖  ‖Π
*
N uN - uN‖ ≤

U2N
- 1 (λ+ ‖ q‖ ∞ )‖ uN‖ 1  ‖ uN‖ .

选取正数λ,对于充分大的 N ,应用不等式

　　‖ uN‖ 1  ‖ uN‖ ≤
W
2‖ uN‖

2
1 +

1
2W‖ uN‖

2
,

其中W> 0是某一合适的常数 ,有

　　A
~
X,λ(uN ,Π

*
N uN )≥U‖ uN‖

2
X, ( 25)

其中U是与 UN无关的正常数 .

　　用反证法论证 ( 23)式 .若不然 ,则有序列 {u~N: u~N

∈ UN }满足 ‖ u
~
N‖ X= 1,‖ u

~
N ‖ L , U

N → 0,N→∞ .

　　因为 U是弱列紧的 ,不失一般性 ,不妨假设 {u~N }

弱收敛到某 u
~ ∈ U.任取 w∈ U

~ : = H
2 ( I ) ∩ U ,设

ΠNw是 w到 UN的插值投影 ,于是有Π*
N (w - ΠN w )

= 0.因此

　　|A~X(u~N ,Π
*
N w )|= |A~X(u~N ,Π

*
NΠNw )|≤

c‖ u~N‖ L ,U
N
‖ΠNw‖ X.

此外对于充分大的 N ,有

　　‖ΠN w‖ X≤ ‖ w‖ X + ‖ΠNw - w‖ X≤

c‖ w‖ 2 .

因此 ,当 N→∞时 ,

　　|A~X(u~N ,Π*
N w )|≤‖ u

~
N‖ L ,U

N
‖ w‖ 2→ 0.

　　另一方面 ,

　　A
~
X(u~N ,Π

*
N w - w )≤ c‖ - X

2
u
~″
N + qu

~
N‖‖ Π

*
N w

- w‖ ≤ cN
- 1‖ u

~
N‖ 2‖ w‖ 2→ 0, N→ ∞ .

因此 ,

　　A
~
X(u~N , w ) = A

~
X(u~N ,Π*

N w - w ) + A
~
X(u~N ,Π*

N w )

→ 0.

所以有

　　AX(u~N , w ) = A
~
X(u~N , w )→ 0,N→∞ . ( 26)

又由于|AX(u ,w )|≤ C|u|1|w|1 , u ,w∈ H
1
0 ( I ) ,所

以 ,对固定的 w∈ H0
1
( I ) ,|AX(u ,w )|是 H0

1
( I )上的

有界线性泛函 ,因此

　　 AX(u~N , w ) → AX(u~ ,w ) , N→∞ . ( 27)

由 ( 26)式和 ( 27)式得到

　　AX(u~ , w ) = 0, w∈ U. ( 28)

因为 U在 H
1
0 ( I )中稠密 ,故上式对任何 w∈ H

1
0 ( I )成

立 ,由假设便有 u
~ = 0,从而 {u~N }弱收敛于 0.由于

H
1
0 ( I )到 L

2
( I )是紧嵌入 ,所以 {u~N }在 L

2
( I )是强收

敛于 0.

　　利用前面的插值结论|Π*
N u - u|0≤ cN

- 2|u|2 ,

 u∈ U和有限元的逆性质|uN|2≤ cN
2
|uN|0 , uN

∈ UN ,从而

　　|Π*
N uN|0≤|uN|0+ |Π*

N uN - uN|0≤ c|uN|0 .

( 29)

利用 ( 29)式 ,可得

　　|bλ(u~N ,Π*
N u

~
N )|= |λ(u~N ,Π*

N u
~
N )|≤

c|u~N|0|Π*
N u

~
N|0≤ c|u~N|2

0→ 0,N→ 0. ( 30)

于是

　　|A~X,λ(uN ,Π*
N uN )|≤ |A~X(uN ,Π*

N uN )|+ |bλ(uN ,

Π*
N uN )|≤‖ uN‖ L , U

N
+ |bλ(uN ,Π*

N uN )|→ 0,N→ 0.

( 31)

这与 ( 25)式矛盾 .因此假设不成立 ,证明完毕 .

　　定理 1　设齐次方程 ( 22)有唯一解 ,u和 uN分别

是方程 ( 1)和 ( 7)的解 ,则存在正整数 N 0和正常数 c

> 0,使得对于任意 N≥ N 0 ,有

　　‖ u - uN‖ X≤ cN
- 3 . ( 32)

　　证明　根据方程 ( 1)和 ( 7)有

　　 A
~
X(u,Π*

N wN ) = A
~
X(uN ,Π*

N wN ) , wN ∈ UN .

( 33)

　　由引理 3得

　　‖ΠN u - uN‖ X≤ c sup
wN ∈ UN

‖ wN‖X= 1

|A~X(ΠN u - uN ,

Π
*
N wN )|= c sup

w
N
∈ UN

‖ w
N
‖X= 1

|A
~
X(u - ΠN u,Π

*
N wN )|. ( 34)

　　 设 eN : = u - ΠN u,把|A~X(u - ΠN u,Π*
N wN )|分

成 4个部分

　　 A
~
X(eN ,Π

*
N wN ) = A

~
X(eN , wN ) + A

~
X(eN ,

Π
*
N wN - wN ) = - X

2
a
~ (eN , wN ) + b(eN ,wN ) -

X
2
a
~ (eN ,Π

*
N wN - wN ) + b(eN ,Π

*
N wN - wN ) .

　　对于第 1部分X2
a~ (eN , wN ) ,有

　　X
2
a
~ (eN , wN ) = X

2
(e″N , wN ) ≤ X

2
|eN|1|wN|1 =

X2|wN|1 (∫I
|eN′|2dx ) 1 /2 = X2|wN|1 (∑

j∈ Z
N
∫I

j

|e′N|2dx ) 1 /2

≤X2|wN|1 (∑
j∈ Z

N

|eN|2
1,∞ , I

j
|I j|) 1 /2≤

X2|wN|1 (∑
j∈ Z

N

(h j
3|u|4,∞ , I

j
) 2|I j|)1 /2.

由 ( 11)式 ,可得

　　h
3
j|u|4,∞ ,I j ≤X

- 4
e

-
Tx

j - 1
X (
X
N
e
Tx

j - 1
4X )

3
≤ CX

- 1
N

- 3
,

( 35)

因此有

　　X2
a~ (eN , wN )≤

CX2|wN|1 (∑
j∈ ZN

(h j
3|u|4,∞ ,I

j
) 2|I j|) 1 /2≤

CX2|wN|1 (∑
j∈ Z

N

(X- 1
N

- 3 ) 2|I j|) 1 /2≤ CXN - 3|wN|1 .

　　对于第 2部分 b(eN , wN ) ,有
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　　b(eN ,wN ) = (qeN ,wN ) ≤ qmax|eN|0|wN|0 =

qmax|wN|0 (∫I
|eN|

2
dx )

1 /2
=

qmax|wN|0 (∑
j∈ Z

N
∫I

j

|eN|
2
dx )

1 /2
≤

qmax|wN|0 (∑
j∈ Z

N

|eN|
2
0,∞ , I

j|I j|)
1 /2
≤

Cqmax|wN|0 (∑
j∈ Z

N

(h j
4|u|4,∞ , I

j
) 2|I j|) 1 /2 .

与 ( 35)式类似 ,有

　　h
4
j|u|4,∞ , I

j ≤X
- 4
e

-
Tx

j- 1
X (
X
N
e
Tx

j- 1
4X )

4
≤ CN

- 4
. ( 36)

因此 ,

　　b(eN ,wN )≤

Cqmax|wN|0 (∑
j∈ Z

N

(h j
4|u|4,∞ , I

j
) 2|I j|) 1 /2≤

Cqmax|wN|0 (∑
j∈ Z

N

(N - 4 ) 2|Ij|) 1 /2≤ CN
- 4|wN|0 .

　　对于第 3部分X2
a
~ (eN ,Π*

N wN - wN ) ,有

　　X2
a
~(eN ,Π*

N wN - wN ) = X2 (e″N ,Π*
N wN - wN )

= X
2∫I
e″N ( x ) (Π

*
N wN - wN ) (x ) dx =

X
2∑
j∈ Z

N
∫I

j

e
″
N (x ) (Π

*
N wN - wN ) ( x )dx≤

CX2∑
j∈ Z

N

|eN|2,∞ , I
j
|Π*

N wN - wN|0, I
j
|I j|≤

CX2∑
j∈ Z

N

hj
2|u|4,∞ , I

j
hj|wN|1|I j|.

再由 ( 35)式 ,即 h
3
j|u|4,∞ , I

j≤ CX
- 1
N

- 3
,有

　　X
2
a
~(eN ,Π

*
N wN - wN )≤

CX2∑
j∈ Z

N

hj
3|u|4,∞ , I

j
|wN|1|I j|≤

CX2∑
j∈ Z

N

X- 1
N

- 3|wN|1|I j|≤ CXN - 3|wN|1∑
j∈ Z

N

|I j|=

CXN
- 3
|wN|1 .

　　对于第 4部分 b(eN ,Π*
N wN - wN ) ,有

　　b(eN ,Π*
N wN - wN ) = (qeN ,Π*

N wN - wN ) =

∫I
qeN (x ) (Π

*
N wN - wN ) (x ) dx =

∑
j∈ Z

N
∫I

j

qeN (x ) (Π*
N wN - wN ) (x ) dx≤

C∑
j∈ Z

N

|eN|0,∞ , I
j
|Π*

N wN - wN|0, I
j
|I j|≤

C∑
j∈ Z

N

h j
4|u|4,∞ , I

j
|wN|0|I j|.

由 ( 36)式 ,即 h j
4|u|4,∞ ,I

j
≤ CN

- 4 ,有

　　b(eN ,Π*
N wN - wN )≤

C∑
j∈ Z

N

h j
4
|u|4,∞ , Ij|wN|0|I j|≤ CN

- 4
|wN|0∑

j∈ Z
N

|I j|=

CN
- 4|wN|0 .

　　把这 4部分加起来 ,有

　　|A~X(u - ΠNu ,Π*
N wN )|≤ CN

- 3 (X|wN|1 +

N
- 1|wN|0 )≤ CN

- 3‖ wN‖ X.

从而 ‖ ΠNu - uN‖ X≤ CN
- 3‖ wN‖ X.结合插值估计

( 14) ,有 ‖ u - uh‖ X≤ CN
- 3 .

3　数值算例

　　考虑二阶反应扩散问题

　　 - X2
u″( x )+ ( 2+ sin(x ) )u (x ) = f (x ) ,x∈ ( 0,

1) ,

　　u ( 0) = u( 1) = 0,

其中选择 f ,使得 u (x ) = e
- x /X+ e

- ( 1- x ) /X+ x ( 1- x )

- ( 1+ e
1 /X)是原方程的真解 .

　　取网格步长生成函数 h
0
( x ) =

2X
N
e
x
4X.选取 3个不

同的小参数作为扰动参数X,并对于不同的 N计算真

解 u和数值解之间的误差 .同时考虑用 Galerkin方法

计算的真解 u和数值解之间的误差 .收敛阶由以下公

式计算:

　　 log (
‖ u - uN

1
‖ X

‖ u - uN
2
‖ X

) /log(
N 1

N 2
) ,

其中 N 1和 N 2是表中相邻两次剖分的网格点数目 .

表 1　有限体积法和 Gal erk in有限元法的比较

Table 1　 Comparison of f inite volume method and Gal erk in

method

X N

有限体积法
Fini te v olume m eth od

Galerkin有限元法
Galerkin meth od　

‖u - uN‖X
收敛阶　
Conv er-　
gence order

‖u - uN‖X
收敛阶　
Conver-　
gence order

3. 905e- 3 63 4. 60e- 006 3. 35e- 006

127 5. 68e- 007 3. 02 4. 59e- 007 2. 93

255 7. 14e- 008 2. 99 6. 27e- 008 2. 99

511 9. 25e- 009 2. 95 8. 12e- 009 2. 92

1026 1. 18e- 009 2. 97 1. 07e- 009 2. 98

60104e- 5 63 7. 97e- 007 5. 51e- 007

127 9. 63e- 008 3. 05 7. 05e- 008 2. 97

256 1. 28e- 008 2. 91 9. 01e- 009 2. 90

512 1. 67e- 009 2. 94 1. 21e- 009 2. 90

1024 2. 19e- 010 2. 93 1. 60e- 010 2. 92

3. 816e- 6 63 2. 20e- 007 1. 38e- 007

126 2. 56e- 008 3. 11 1. 89e- 008 2. 90

256 3. 40e- 009 2. 91 2. 25e- 009 2. 95

512 4. 71e- 010 2. 85 3. 01e- 010 2. 92

1026 6. 23e- 011 2. 92 4. 03e- 011 2. 89

　　由表 1可以看出两种方法有几乎相同的精度 .又

由定理 1知 ,理论上的最优收敛阶为 3,而从表 1中

我们可以看到实际数值很接近理论值 3.这验证了理

论上的估计 .
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