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摘要:针对 Lorenz超混沌系统 ,以稳定性理论为基础 ,提出一种超混沌系统的混合同步方法 ,给出 Lorenz超混沌

系统实现自同步的充分条件以及控制律参数的取值范围 ,构建 Lorenz和 Chen超混沌系统异结构同步的数学模

型 ,并对模型进行数值模拟 .数值模拟结果表明 ,该方法能够实现同、异结构超混沌系统精确同步 .
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Abstract: Synchronization of Lo renz hyper-chaotic systems is studied. Based on the Lyapunov

stability theory, a combined synchronization method of hyper-chaotic systems is presented; the

suf ficient conditions and range of the controller’ s parameter for self-synchronization of Lorenz

hyper-chaotic systems are deriv ed and carefully proved. And the mathematic model of

synchronization wi th different st ructure of Lorenz and Chen hyper-chaotic sy stems is giv en. The

numerical simulations also illustrate the main theoretical results and the maneuverabili ty of the

obtaining method in this paper.
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　　混沌是一种在确定性系统中所出现的类似随机

而无规则的动力学行为 .近年来 ,它已成为非线性科

学研究领域的热点问题 .由于混沌系统具有内随机 ,

连续宽谱和对初始值极端敏感等特点 ,所以其特别适

应于保密通讯 ,而混沌同步是混沌保密通讯中的一项

关键技术 .近年来 ,已经出现许多混沌同步控制的方

法 [1～ 4 ] .目前具有代表性的混沌系统的控制与同步方

法有反馈控制、自适应控制、主动控制、脉冲控制

等 [3, 4 ] .

　　含有多个正 Lyapunov指数的四阶或四阶以上的

混沌系统称为超混沌系统 .超混沌系统具有更复杂的

动力学行为 .一般低维系统的破译方法 ,如回归映像、

相空间重构和非线性预测等很难破译采用超混沌加

密的信号 .因此 ,研究超混沌系统同步更加具有实际

意义 .刘洋等
[5 ]
已经把混沌系统的同步控制方法和理

论应用到超混沌系统同步 ,并取得很好的理论效果 .

本文在 Lorenz超混沌系统
[6 ]:

　　

x
 
1 = 10( x2 - x1 ) ,
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2 = 28x 1 - x2 + x4 - x1x 3 ,

x
 
3 = -

8
3
x3 + x 1x 2 ,

x
 
4 = -

28
3
x1 + x2 ,

( 1)

的基础上结合混沌控制中的非线性反馈控制给出一

种超混沌混合同步的控制方法 ,即在响应系统的耦合

函数中同时设计线性与非线性反馈函数 ,分别研究

Lorenz超混沌系统自同步及其与超混沌 Chen异结

构系统同步问题 ,先从理论上对控制方法进行分析证

明 ,再通过数值试验进行仿真 ,结果表明这种方法是

有效的 .

1　超混沌 Lorenz系统自同步控制

　　设 ( 1)式为驱动系统 ,受控响应系统为
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y
 
1 = 10( y2 - y1 ) + u1 ( t ) ,

y
 
2 = 28y1 - y2+ y4 - y1y3 + u2 ( t ) ,

y
 
3 = - 8

3
y3 + y1y2 + u3 ( t ) ,

y
 
4 = -

28
3 y1 + y2+ u4 ( t ) ,

( 2)

其中 ui ( t ) ( i = 1, 2, 3, 4)为系统同步控制变量 .设响

应系统 ( 2)和驱动系统 ( 1)之间的状态误差为 ei = yi

- xi ( i = 1, 2, 3, 4) ,误差向量 e = (e1 ,e2 ,e3 ,e4 ) T.由

( 2)式减去 ( 1)式 ,获得误差系统方程:

　　

e
 
1 = 10(e2 - e1 ) + u1 ( t ) ,

e
 
2 = 28e1 - e2 + e4 - y1y3 + x1x 3 + u2 ( t ) ,

e
 
3 = -

8
3
e3+ y1y2 - x 1x2 + u3 ( t ) ,

e
 
4 = - 28

3
e1 + e2+ u4 ( t ) .

( 3)

由此可将超混沌 Lorenz系统 ( 1)与 ( 2)的同步问题转

化为误差系统 ( 3)在原点 ( 0, 0, 0, 0)的稳定性问题 .

若选择适当的控制律 u = (u1 ,u2 ,u3 ,u4 )
T
使误差系统

( 3)稳定 ,则响应系统 ( 2)与驱动系统 ( 1)实现同步 .

　　 定理 1　 对于驱动系统 ( 1)和响应系统 ( 2) ,若

系统 ( 2)的控制律取

　　

u1 ( t ) = 0,

u2 ( t ) = pe2 - e1 ( x3 + e3 ) + x 1e3 ,

u3 ( t ) = - e2 (e1+ x 1 ) - e1x 2 ,

u4 ( t ) = qe4 ,

( 4)

则当控制器参数 p < - 361
5
,q < - 161

36
,驱动系统 ( 1)

和响应系统 ( 2)以指数速率渐近同步 ,即对于任意初

始值 ( x1 ( 0) , x 2 ( 0) ,x 3 ( 0) , x4 ( 0) ) T 和 ( y1 ( 0) , y2 ( 0) ,

y3 ( 0) , y4 ( 0) )
T
有 lim

t→∞
|e|= 0.

　　证明 　将控制律 ( 4)代入误差系统 ( 3)并整理

可得
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( 5)

　　构造 Lyapunov函数:

　　V = 1
2
(e21 + e

2
2 + e

2
3 + e

2
4 ) . ( 6)

将 ( 6)式沿误差系统 ( 5)求导 ,同时综合 ( 5)式 ,有

　　V
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　　显然 ,当 p < -
361
5
,q < -

161
36
时 ,必有 V

 
< 0.

误差系统 ( 3)以指数速率收敛于全局平衡点 e= 0,即

驱动系统 ( 1)和响应系统 ( 2)实现同步 .

　　 说明 1　 由于在响应系统 ( 2)中同时引入线性

和非线性反馈函数 ,因此把这种同步控制方法称为超

混沌系统的线性与非线性混合同步控制 .

　　说明 2　当初值条件给定 ,控制参数 p ,q直接影

响状态变量 xi与 yi的同步速度 .

2　超混沌 Lorenz系统与 Chen系统异结构同

步控制

　　选取 Chen超混沌系统:

　　

z
 
1 = 35(z 2 - z1 ) + z4 ,

z
 
2 = 7z 1 + 12z2 - z 1z 3 ,

z
 
3 = - 3z 3+ z1z2 ,

z
 
4 =

1
2
z4 + z 2z 3 .

( 7)

以 ( 7)作为驱动系统 , ( 2)式为响应系统 .设系统误差

变量为 ei = yi - zi ( i = 1, 2, 3, 4) ,误差向量 e= (e1 ,

e2 , e3 ,e4 )
T
,则两个不同结构超混沌系统的同步误差

系统可描述为

　　

e
 
1 = 10(e2 - e1 ) - 25(z 2 - z 1 ) - z 4+ u1 ( t ) ,

e
 
2 = 28e1 - e2 + e4 + 21z1 - 13z 2+ z4 -

　　 y1y3 + z 1z 3 + u2 ( t ) ,

e
 
3 = -

8
3
e3 +

1
3
z 1+ y1y2 - z1z2 + u3 ( t ) ,

e
 
4 = -

28
3
e1 + e2 +

28
3
z1 - z 2 -

1
2
z4 -

　　z 2z 3 + u4 ( t ) .

( 8)

　　类似前面的讨论 ,构造 Lyapunov函数 V =
1
2
(e21

+ e
2
2 + e

2
3 + e

2
4 ) ,可以证明如下定理 .

　　 定理 2　对于驱动系统 ( 7)和响应系统 ( 2) ,若

系统 ( 2)的控制律取

　　

u1 ( t ) = 25(z 2 - z 1 ) + z 4 ,

u2 ( t ) = pe2 - 21z 1+ 13z 2 - z 4+

　　e1 (z 3+ e3 ) + z 1e3 ,

u3 ( t ) = -
1
3z

1 - e2 (e1+ z 1 ) - e1z 2 ,

u4 ( t ) = qe4 -
28
3
z 1 + z 2 +

1
2
z 4 + z 2z 3 ,

( 9)

则当控制器参数 p < -
361
5
, q < -

161
36
,驱动系统 ( 1)

和响应系统 ( 2)以指数速率渐近同步 ,即对于任意初
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始值: (x 1 ( 0) , x2 ( 0) ,x 3 ( 0) ,x 4 ( 0) )
T
和 ( y1 ( 0) , y2 ( 0) ,

y3 ( 0) , y4 ( 0) )
T
有 lim

t→∞
|e|= 0.

　　证明　将控制律 ( 9)代入误差系统 ( 8) ,整理可

得到形式上和 ( 5)式一致的误差系统 .显然 ,当 p < -

361
5 ,q < -

161
36时 ,误差系统 ( 5)以指数速率收敛于

全局平衡点 e= 0,即驱动系统 ( 7)和响应系统 ( 2)实

现同步 .

　　说明 3　定理 2的方法也可以应用到其它超混

沌系统的异结构同步控制问题 .

3　数值模拟

　　采用 Matlab软件对以上讨论的结果进行数值模

拟 ,结果如图 1.设驱动系统 ( 1)初始值取 x1 ( 0) = -

2, x 2 ( 0) = 1, x3 ( 0) = 7, x4 ( 0) = - 2,响应系统 ( 2)

初始值取 y1 ( 0) = 3, y2 ( 0) = 2, y3 ( 0) = 8, y4 ( 0) =

3,控制器参数取 p = - 80,q = - 50, Lorenz超混沌

系统自同步误差收敛曲线如图 1(a)所示 .设驱动系

统 ( 7)初始值取 z 1 ( 0) = - 1, z2 ( 0) = - 2, z 3 ( 0) = 6,

z 4 ( 0) = - 6,响应系统 ( 2)初始值取 y1 ( 0) = - 3,

y2 ( 0) = 1, y3 ( 0) = 7, y4 ( 0) = - 2,控制器参数取

图 1　超混沌系统同步误差曲线

Fig. 1　 Erro r curv es of hyperchaotic synchronization

　　 ( a )自同步误差曲线 ; ( b)异结构同步误差曲线。

　　 ( a ) Err or curv es o f th e self-synch roniza tion; ( b) Erro r

curv es of the synch roniza tion with div erse structures.

p = - 73,q = - 45, Lorenz和 Chen超混沌系统的异

结构同步误差收敛曲线如图 1( b)所示 .图 1结果表明 ,

控制律 ( 4)能使 Lorenz超混沌系统 ( 1)和 ( 2)快速单

调同步 ,控制律 ( 9)也能使 Lorenz( 2)和 Chen超混沌

系统 ( 7)快速单调同步 .同时由于最终误差皆趋近于

零 ,因此控制律 u也将趋近于零 ,从而不会改变响应

系统 ( 2)的混沌动力学特性 .

4　结束语

　　本文以稳定性理论为基础 ,针对 Lorenz超混沌

系统 ,提出超混沌系统混合同步控制方法 ,并证明该

方法能够实现同、异结构超混沌系统精确同步 .文中

的理论分析和数值试验的结果一致 ,为超混沌同步控

制的实际应用提供了理论基础 .在同一个系统中 ,选

取不同的控制器分别能够实现系统的自同步、异结构

同步 .在实际应用中特别是超混沌系统同步应用于保

密通讯中 ,文中提出的设计方法能够使不同结构的驱

动系统与响应系统之间实现同步 ,使得超混沌系统同

步更具有实际意义 .
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