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摘要:研究局部满射算子与局部扰动算子差的映射性质 ,并利用该性质得到离散方程组、迭代函数方程组、右端

可化为有界的方程组、积分方程组及一些可化为积分方程组的方程组解存在的充分条件 .
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Abstract: We study mapping property of local surjection operator minus local disturbed operator and

make use of it to discuss sufficient condi tions of existence of solutions of a type of discrete

equations, i terative function equations, equations whose right side can be turned into bounded

function, integ ral equations and some equations which can be turned into integ ral equations.
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　　一般来讲 ,要想判断微分积分方程组是否有解很

困难 ,往往要加上很苛刻的条件才能说明它有解或无

解 .以往关于微分积分方程组解的存在性一般都是用

各种形式的不动点原理来证明 .如此形成的结论是:

微分积分方程组解的存在性定理所需的条件琐碎、复

杂 ,证明也颇为不易 .显然引入新的思路是必要的 .本

文研究局部满射算子与局部扰动算子差的映射性质 ,

并利用该性质得到离散方程方程组 ,迭代函数方程

组 ,右端可化为有界的方程组 ,积分方程组及一些可

化为积分方程组的方程组解存在的充分条件 .

1　相关映射性质

　　 2个已知的结论: ( i )若 I为恒等算子 , A为线性算

子 , A < 1,则 ( I - A ) - 1存在 . ( ii)若 I , A为非线性

算子 ,可以认为: I为局部满射算子 , A为局部扰动算

子 ,对此二算子定义域中某集合K,若能确定出一集

合 W ( I - A)K,则对 f ∈ W ,必有 g∈ K,满足

f = ( I - A )g.

　　定义 1. 1　设 X、 Y是拓扑空间 ,C (X , Y )是 X到

Y的所有连续映射的集合 , f ,g∈ C ( X ,Y ) , I = [0,

1 ].如果有连续映射 H: X× I→ Y ,使得  x ∈ X ,

H ( x , 0) = f (x ) , H ( x , 1) = g (x ) ,则称 f与 g同伦 ,

记作 f g: X|→ Y ,或简记为 f  g. w∈ X , f (x )

= w , g (x ) = x ,若 f g ,则称 X为可缩拓扑空间 .设

A X ,若将 A视为拓扑空间时 , A为可缩拓扑空间 ,

则称 A为可缩集 .若 U ,V为二集合 ,记 U - V = {u -

v|u∈ U ,v∈ V } ,U+ V = {u+ v|u∈ U ,v∈ V }.

　　引理 1. 1　设 X、 Y是拓扑空间 ,Y连通 , f 为从

X到 Y中的映射 , f (X )∪ Z
- Y , f (X )∪ Z

-≠ Y且

Y /f (X )为连通集 , Z为 Z相对于 Y的边界 , Z 

f (X ) ,则 Z
- f (X ) .

　　证明　若 intZ≠○ , z∈ intZ , z f ( X ) ,则 z∈

Y /f (X ) .设 u∈ Y /( f (X )∪ Z
-) .因为 Z

- Y , Z-≠ Y ,

故 intY /Z intY /Z-= Y /Z-≠○ ,又 intZ≠○ , Y连通 ,

 Z = Y /Z∩ Z
- , Y / Z = Y /Z-∪ [Y / Y /Z ] = intY /Z-

∪ int [Y / Y /Z ] , Y /Z-∩ [Y / Y /Z ]= ○ ,故 Y / Z为不

连通集 , z与 u分别属于 Y / Z的 2个不同的连通分支

内 ,从而 z与 u分别属于 Y /f (X )的 2个不同的连通
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分支内 . 这与 Y /f (X ) 为连通集矛盾 ,故 intZ 

f (X ) .再由 Z f (X )知 Z- = intZ∪  Z f (X ) .

　　引理 1. 2　设 X为可缩拓扑空间 , Y为连通拓扑

空间 ,V Y , S, T为 X到 Y的映射 , S - T为 X到 Y

的连续映射 , TX ∪ { 0} V ,对满足 U SX - V 

Y 的 任意 可缩 集 U, Y /U 为非 空 连 通集 , 则

SX /( SX - V ) ( S - T )X .

　　证明　 k∈ X ,对 x ∈ X ,设 f ( x ) = w ,g (x )

= x .因为 X为可缩拓扑空间 ,故 f g.此时存在连

续映射 H: X × [0, 1 ]→ X ,满足 H (x , 0) = f (x ) ,

H ( x , 1) = g (x ) .又因为 S - T为 X到 Y的连续映

射 ,对Z= ( S - T )k,y = ( S - T )x ,令 F( y ) = Z,

G(y ) = y , H
^
(x , t ) = ( S - T ) H ( x , t ) ,则 H

~ ( x , 0) =

( S - T )k= Z, H~ (x , 1) = ( S - T )x = y ,故在 ( S -

T ) X中必有 F G,从而 ( S - T )X为 Y中的可缩集 .

因为 TX V ,故 ( S - T )X SX - V ,此时 Y /( S -

T ) X必为 Y中的非空连通集 .注意 0∈ V ,必有可缩

集K,满足 K ( S - T )X , SX /( SX - V ) K 

K SX - V.此时 ( S - T )X ∪ K SX - V Y ,

( S - T ) X∪ K≠ Y .由引理 1. 1知 SX / ( SX - V ) 

K (S - T )X .

　　引理 1. 3　设 X为可缩拓扑空间 , Y为连通拓扑

空间 ,U, V ,W Y , S, T为 X到 Y的映射 , S - T为

X到 Y的连续映射 , SX U , TX ∪ { 0} V ,U∩

 SX = ○ ,V+ W U ,若对满足 P SX - V Y的

任意可缩集 P , Y /P为非空连通集 ,则W  ( S -

T ) X .

　　证明　因为 0∈ V , V+ W U ,故 W U 

SX .设 x∈  SX - V ,则 (V+ { x } )∩  SX≠○ .若 x

∈ W ,则 V+ {x } V+ W U.从而○≠ (V+ {x } )

∩  SX U∩  SX = ○ ,产生矛盾 ,故 x  W ,即 W

 SX /( SX - V ) . 再 由 引 理 1. 2 知 W  

SX /( SX - V ) ( S - T )X .

　　引理 1. 4　若K1为拓扑空间 ,K2为可缩拓扑空

间 , F为K1到K2的所有连续映射所成之集 ,则 F为可

缩集 .

　　证明　 设 I为全序指标集 ,对 I中任意真子集

J , I /J均有最小元 ,集合 I的势不小于集合K2的势 .

若 k∈ I ,设 L
k
,M

k
x , N x

k
 K2 ,对 x∈ L

k
,有 x ∈ M

k
x

 N x
k ,Mk

x ,N x
k为K2中的非空可缩开集 ,对任意 x 1 ,

x2∈ L
k , x1≠ x 2 ,Mx

1
∩ Mx

2
= ○ , ∪

x∈ L
k

N x = K2 ,对 k1 ,

k2 ∈ I ,k1 k2 ,Mx
k
2  M

k
1x , N k

2x  N
k
1x , Lk

1  L
k
2 ,

∩
k∈ I

M
k
x = ∩

k∈ I
N

k
x = {x } ,∪

k∈ I
L
k
= K2.设 l为 I的最小元 ,

 xl ∈ L
l
.因K2为可缩拓扑空间 ,故存在 Hxl ∈ C (K2

× [0, 1 ] ,K2 ) ,满足 Hxl (x , 0) = xl , Hxl (x , 1) = x ( x

∈ K2 ) .设 l′为 I /{l }中的最小元 , xl′∈ L
l′
/L

l
,存在

x∈ L
l
,使得 xl′∈ N

l
x .因为 N x

l
为可缩集 ,则存在 H

l
xl′

∈ C ( N
l
x × [0, 1] , N x

l
) , 满足 Hx

l′

l
( y , 0) = xl′,

H
l
x
l′
(y , 1) = y (y ∈ N

l
x ) .因为 Hx

l
连续 ,N

l
x 为开集 ,

则存在 t
*
l ∈ ( 0, 1) ,当 t∈ [0, t*l ], x ∈ K2时 ,有

Hx
l
(x , t )∈ N x

l .对 z∈ K2 ,令

　　 Hx
l′
(z , t ) =

Hx
l
(z , t ) ,　 t∈ [t*l , 1] ,

H
l
x
l′
( Hx

l
(z , t ) ,

t
t
*
l
) , t∈ [0, t*l ] ,

则 Hx
l′
(z , t )在K2× [0, 1]上关于 z , t连续 ,且 Hx

l′
(z ,

0) = xl′, Hxl′(z , 1) = z .按上述方法归纳递推可得

Hr (r∈ ∪
k∈ I

L
k
) . x′∈ K2 ,存在有序列 {xp } ∪

k∈ I
L

k
,

xp∈ L
p
, p∈ I , limxp = x′.定义 Hx′= limHx

p .由上

述构造过程可知极限存在 .作为 C (K2× [0, 1] ,K2 )

中的函数族 , Hx′关于 x′连续 , Hx′( x , 0) = x′,

Hx′(x , 1) = x (x ∈ K2 ) .设 g∈ F ,对任意 f ∈ F,令

G1 ( f ) = g, G2 ( f ) = f . x∈ K1 , Hg (x ) ( f (x ) , t )为 F

× [0, 1 ]到 F上的连续映射 , Hg( x ) ( f (x ) , 0) = g (x ) ,

Hg( x ) ( f (x ) , 1) = f ( x ) .故 G1 G2 ,即 F为可缩集 .

　　定理 1. 1　 设 n∈ N ,若T= (T1 ,T2 ,… ,Tn )∈

N
n ,记|T|= ∑

n

i= 1

Ti , DT=
 |T|

 T1 T2… Tn
,设K1 ,K2为可缩

集 ,K4为连通集 ,K为 K1中的可测集 ,由K1到 K2的

(正、非负 )至多 n阶可微映射组成的集合记为 G1 ,由

K1到K4的 (正、非负 )连续 (可测 )映射组成的集合记

为 G2; a ∈ G2 , A,B  G2 ,F1 ( x , y , zT(|T|≤ n ) ) ,

F2 (x , y , zT(|T|≤ n) )为K1×K×∏
|T|≤n

K2到K3中的

关于 y可测 ,关于 x , zT(|T|≤ n)连续的映射 , H1 (x ,

yT(|T|≤ n) , z ) , H2 (x , yT(|T|≤ n ) , z )为K1×∏
|T|≤ n

K2

×K3到K4中的映射 , H1 (x , yT(|T|≤ n) , z ) - H2 (x ,

yT(|T|≤ n) , z )为K1×∏
|T|≤ n

K2×K3到K4中的连续

映射 , x∈ K1 ,h∈ G1 , S(x ,h) = H1 [x ,D
T
h( x ) (|T|

≤ n) ,∫KF1 (x , t ,D
T
h( t ) (|T|≤ n) )dt ], T ( x ,h) =

H2 [x ,D
T
h( x ) (|T|≤ n) ,∫KF2 (x , t , D

T
h( t ) (|T|≤

n) )dt ].若 T [K1× G1 ]∪ { 0} B , S [K1× G1 ] A

 {a} + B , A∩  S [K1× G1 ]= ○ ,对满足 P S (K1

× G1 ) - B G2的任意可缩集 P, G2 /P为非空连通

集 .则微分积分方程组

　　 H1 [x ,DTh( x ) (|T|≤ n ) ,∫KF1 (x , t , DTh( t ) (|T|

≤ n ) ) dt ]= a( t ) + H2 [x ,DTh(x ) (|T|≤ n) ,∫KF2 (x ,
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t ,D
T
h( t ) (|T|≤ n) )dt ]

有 (正、非负 )连续 (可测 )解h∈ G1 .

　　证明　由K1 ,K2为可缩集及引理 1. 4知K1× G1

为可缩集 ,又K4为连通集 ,故 G2为连通集 .在引理 1.

3中令 X = K1× G1 ,Y = G2 ,V = B ,W = {a} ,U =

A.由引理 1. 3得 a∈ (S - T ) (K1× G1 ) .故

　　 H1 [x ,DTh(x ) (|T|≤ n) ,∫KF1 (x , t ,DTh( t ) (|T|

≤ n) ) dt ] = a( t ) + H2 [x ,DTh(x ) (|T|≤ n ) ,∫KF2 (x ,

t ,DTh( t ) (|T|≤ n) )dt ]

有 (正、非负 )连续 (可测 )解h∈ G1 .

　　定理 1. 2　设 n∈ N ,若 T= (T1 ,T2 ,… ,Tn )∈

N
n
,记|T|= ∑

n

i= 1
Ti , D

T
=

 |T|

 T1 T2… Tn
.设K为K1中的可

测集 ,K2为可缩集 ,K4为连通集 ,K为K1中的可测集 ,

由K1到K2的 (正、非负 )至多 n阶可微映射组成的集

合记为 G1 ,由K1到K4的 (正、非负 )连续 (可测 )映射

组成的集合记为 G2; a∈ G2 , A ,B G2 ,F1 ( y , zT(|T|

≤ n ) ) , F2 ( y , zT(|T|≤ n ) )为K×∏
|T|≤n

K2到K3中的

关于 y可测 ,关于 zT(|T|≤ n)连续的映射 , H1 ( yT(|T|

≤ n) , z ) , H2 (yT(|T|≤ n) , z )为∏
|T|≤ n

K2×K3到K4中

的映射 , H1 (yT(|T|≤ n ) , z ) - H2 ( yT(|T|≤ n) , z )为

∏
|T|≤n

K2×K3到K4中的连续映射 , h∈ G1 , S(h) =

H1 [D
T
h(|T|≤ n) ,∫KF1 ( t ,D

T
h( t ) (|T|≤ n) ) dt ] ,

T (h) = H2 [DTh(x ) (|T|≤ n) ,∫KF2 ( t ,DTh( t ) (|T|≤

n ) ) dt ].若 TG1∪ { 0} B , SG1 A {a}+ B , A∩

 SG1 = ○ ,对满足 P SG1 - B G2的任意可缩集

P ,G2 /P为非空连通集 .则微分积分方程组

　　 H1 [DTh(x ) (|T|≤ n ) ,∫KF1 ( t , DTh( t ) (|T|≤

n ) ) dt ] = a( t ) + H2 [DTh( x ) (|T|≤ n) ,∫KF2 ( t ,

D
Th( t ) (|T|≤ n) ) dt ]

有 (正、非负 )连续 (可测 )解h∈ G1 .

　　证明　因为K2为可缩集 ,由引理 1. 4知 G1为可

缩集 ,又K4为连通集 ,故 G2为连通集 .在引理 1. 3中

令 X = G1 ,Y = G2 ,V = B ,W = {a} ,U= A.由引理

1. 3得 a∈ ( S - T )G1 .故

　　 H1 [D
T
h(x ) (|T|≤ n ) ,∫KF1 ( t , D

T
h( t ) (|T|≤

n ) ) dt ] = a( t ) + H2 [D
T
h( x ) (|T|≤ n) ,∫KF2 ( t ,

D
Th( t ) (|T|≤ n) ) dt ]

有 (正、非负 )连续 (可测 )解h∈ G1 .

　　注　若引理 1. 4中的K2为凸集 ,则其证明会很

简单 ,下节出现的所有情形均属于此种类型 .

2　映射性质的应用

　　若定理 1. 1、定理 1. 2的方程左边仅为某变量的

导数 ,则其某种积分就要满足边界条件或初始条件 ,

这样方程左边一般不会是局部满射 ,就不能满足定理

1. 1、定理 1. 2的条件 .故要想利用定理 1. 1、定理 1.

2,最好先将微分积分方程组的左边化为变量h,而其

右边化为微分积分方程组的形状 ,再针对各种不同情

形 ,设计不同的集合与空间来讨论方程解的存在性 .

2. 1　离散方程组解的存在性

　　我们考虑 2m阶差分方程 LidstoneBV P的特征值

问题:

　　

△ 2m
y ( t - m ) = λf ( t , y ( t ) ) , t∈ [a+

　　 1,b + 1 ] ,

△ 2i
y (a - m + 1) = △ 2i

y (b+ m+ 1 -

　　 2i ) = 0, 0≤ i≤ m - 1,

( 1)

其中 m∈ N ,a,b , t∈ Z ,a≤ b, 0 <λ<∞为实参数 ,

( - 1)m f ( t , y ): [a + 1,b+ 1 ]× R→ ( 0, + ∞ ) ,并

且 max
t∈ [a+ 1,b+ 1 ]

( - 1)m f ( t , 0) > 0.称函数 y: [a - m+ 1,

b+ m+ 1]→ ( 0, + ∞ )为特征值问题 ( 1)的一个正

解 ,若 y满足 ( 1)式 ,并且在 [a - m+ 2,b+ m ]上 y

> 0.若对某一个λ,特征值问题 ( 1)有一正解 y ,则称

λ为 ( 1)式的一个特征值 ,称 y为相应的特征向量 .定

义 ( 1)式的 Green函数 gm ( t , s ): [a+ m+ 1,b+ m+

1 ]× [a+ 1,b+ 1 ]→ R为:

　　

g1 ( t , s ) = g1,a ,b ( t , s ) = g ( t , s ) ,

gj ( t , s ) = gj ,a ,b ( t , s ) =

　　∑
b+ 2

f= a

g j- 1,a - 1,b+ 1 ( t ,f) g1 (f, s ) , 2≤ j≤ m ,

其中 g j ( t , s ): [a - j + 1,b+ j+ 1]× [a+ 1,b+

1 ]→ R , 1≤ j≤ m ,并且

　　 g( t , s ) =

-
1

b+ 2 - a

(b+ 2 - s) ( t - a ) ,a≤ t≤ s ,

(b+ 2 - t ) (s - a ) , s≤ t≤ b+ 2,
　　由文献 [1 ]知 ,对任意固定的 0 < λ< ∞ ,函数

y: [a - m+ 1,b+ m+ 1]→ R是 ( 1)式的解当且仅

当 y是下列方程的解:

　　 y ( t ) = λ∑
b+ 1

s= a+ 1

gm ( t , s ) f (s , y (s ) ) , t∈ [a - m+ 1,

b+ m + 1 ]. ( 2)

　　 定理 2. 1　 若存在 R > 0,T> 0, 满足

max
t∈ [a+ 1,b+ 1 ], y∈ [- R ,R ]

( - 1)m f ( t , y )≤TR ,则当 0 < λ<

[T∑
b+ 1

s= a+ 1

( - 1)m gm (s , s ) ]- 1时 ( 1)式有正解 .

141广西科学　 2009年 5月　第 16卷第 2期



　　证明　在定理 1. 1中 ,令K= [a+ 1,b+ 1]∩

Z ,关于K的积分测度为∑
k∈ K
Wk ,Wk为 Dirac函数 ,K1 =

[a - m+ 1,b+ m+ 1 ],K2 = K3 = [- R ,R ] ,K4 =

R , G1 = C (K1 , [- R ,R ] ) , G2 = C (K1 ) , A = B =

C (K1 , ( - R, R ) ) ,a = 0, F1 ( t , s , y ) = 0, F2 ( t , s , y ) =

gm ( t , s ) f (s , y ) , H1 ( t , y ,u ) = y , H2 ( t , y ,u ) = λu.由

文献 [1 ]中引理 4知 ,当 t∈ [a - m+ 1,b+ m+ 1] ,

y∈ G1时 ,有

　　 0 < λ∑
b+ 1

s= a+ 1
gm ( t , s ) f (s ,y (s ) ) = λ∑

b+ 1

s= a+ 1
( -

1)m gm ( t , s ) ( - 1)m f (s ,y (s) )≤ λ∑
b+ 1

s= a+ 1

( - 1)m gm (s ,

s ) ( - 1)
m
f (s , y (s ) ) < R ,

 y∈ G2 ,令 y = sup
x∈ K

1

 y ( x ) .在此范数赋予的拓扑

意义下 ,有 A∩  S(K1× G1 ) = ○ , T (K1× G1 )∪ { 0}

 B+ {a} A S(K1× G1 ) .显然 ,对满足 P 

S (K1× G1 ) - B G2的任意可缩集 P ,G2 /P为非空

连通集 .由定理 1. 1知 ( 2)式有解 ,再由文献 [1 ]中引

理 5知 ( 1)式有正解 .

2. 2　迭代函数方程组解的存在性

　　迭代函数方程解的存在性方面已有丰富的成

果 [2, 3 ] ,但一般都是讨论一元函数的情形 ,多元函数情

形的结论并不多见 .

　　定理 2. 2　设 0∈ V intW W R
n
,W为可

缩集 ,对满足 P W - V的任意可缩集 P , Rn /P为非

空连通集 ,h∈ C (W ,W ) ,h2 = h h,hk = h hk- 1 , f ∈

C (W× W×…× W ,W ) , f (W× W×… × W ) 

V. 则 h( t ) = f ( t ,h( t ) ,h2 ( t ) ,… ,hn ( t ) ) 有解 h∈

C (W ,W ) .

　　证明　在定理 1. 1中 ,设K= ○ ,K1 = K2 = W ,

K3 = K4 = R
n , G1 = C (W ,W ) , G2 = C (W ,Rn ) , F1 (x ,

t ,h) = F2 ( x , t ,h) = 0, H1 ( x ,h, z ) = h, H2 ( x ,h, z ) =

f (x ,h,h2 ,… ,hn ) , A = C (W ,W ) ,B = C (W ,V ) ,a =

0, S(x ,h) = h, T (x ,h) = f (x ,h,h2 ,… ,hn ) . y ∈

G2 ,令  y = sup
x∈ K

1

 y (x ) .在此范数赋予的拓扑意义

下 ,有 T (K1× G1 )∪ { 0} B , S(K1× G1 ) A {a}

+ B , A∩  S(K1× G1 ) = ○ .因为对满足 P W - V

的任意可缩集 P , Rn /P为非空连通集 ,故 G2 / ( S -

T ) (K1× G1 )为非空连通集 .由定理 1. 1得 h( t ) =

f ( t ,h( t ) ,h2 ( t ) ,… ,hn ( t ) )有解h∈ C (W ,W ) .

2. 3　右端可化为有界的方程组解的存在性

　　考虑 Duffing方程

　　 x
″
+ g (x ) = p ( t ) ( 3)

的周期解问题 ,此处 p( t )是 2c的周期函数 .根据

g( x )在无穷远处关于 x的增长速度 ,可将方程 ( 3)分

为下述类型: 1)超线性: lim
x→±∞

g ( x )
x

= ±∞ ; 2)半线

性: k <
g (x )
x

< K ; 3) 次线性: lim
x→±∞

g (x ) = ± ∞ ,

lim
x→±∞

g (x )
x

= 0.

　　按照这样的分类方法 ,上述每一类中都已有大

量的结论 .但此种分类方法并不完备 ,如文献 [4 ]讨

论的 g (x ) = arctanx时的情形 .

　　 定理 2. 3　 若 p ( t )是 2c的无穷阶可微周期函

数 ,则 Duffing方程 x
″
( t ) + tanx ( t ) = p( t )有无穷阶

可微 2c周期解 .

　　 证明 　 只须证明 x ( t ) = arctan [- x
″( t ) +

p( t ) ]有无穷阶可微 2c周期解即可 .在定理 1. 1中 ,

令K= ○ ,K1 = K2 = [0, 2c] ,K3 = K4 = R, G2 = {x

∈ C
∞ ( [0, 2c] )|x ( 0) = x ( 2c) ,x′( 0) = x′( 2c) ,

x″( 0) = x″( 2c) } ,G1 = { x∈ G2|max
0≤ t≤ 2c

|x ( t )|≤ 2c} ,

A = B = { x ∈ G2|max
0≤t≤ 2c

|x ( t )|< 2c} ,a = 0,F1 (s ,

t ,x ) = F2 (s , t , x ) = 0, S( t ,h( t ) ) = h( t ) , T ( t ,h( t ) )

= arctan [ - h″( t ) + p( t ) ]. y ∈ G2 , 令  y =

sup
x∈ K

1

 y (x ) .在此范数赋予的拓扑意义下 ,有 A ∩

 S (K1× G1 ) = ○ , T (K1× G1 )∪ { 0} B ,B+ {a}

 A S(K1× G1 ) .显然 ,对满足 P S(K1× G1 ) -

B的任意可缩集 P, G2 /P为非空连通集 .由定理 1. 1

知 x ( t ) = arctan [- x
″( t ) + p ( t ) ]有无穷阶可微 2c

周期解 ,即 Duffing方程 x
″
( t ) + tanx ( t ) = p( t )有无

穷阶可微 2c周期解 .

2. 4　积分方程组解的存在性

　　定义 2. 1
[5 ]
　 记R

+
为非负实数集 . R的一个子

集 S称作是相对稠的 ,是指存在一个常数 l > 0,满足

[a,a + l ]∩ S≠ ○ ,a∈ R. 函数 f ∈ C ( R) ( f ∈

C ( R× R
+ ) )称作是 (关于 t且一致对于 x∈ K ,K是

R
+
中的任意紧子集 )概周期的 ,是指对任意的 X> 0

都存在一个相对稠子集 PX,满足 |f ( t+ x ) - f ( t )|

< X, t∈ R,e∈ PX(|f ( t+ e, x ) - f ( t , x )|< X, t∈

R,e∈ PX, x∈ K ) .

　　考虑时滞积分方程

　　 x ( t ) = a ( t ) +∫
t

t-f
D ( t , s , x (s ) ) ds, ( 4)

其中 ,a: R→ R, D:△× R→ R为连续函数 ,△ = { ( t ,

s ): t , s∈ R , 0≤ t - s≤f} ,a ( t )关于 t为概周期函数 ,

对 x∈ S, S为 R中任一紧集 , D ( t , s ,x )关于 t和 s都是

一致概周期的 .

　　 定理 2. 4　记 K = sup
t∈ R
|a( t )|.若存在 r > K >

0,当 sup
t∈ R
|x ( t )|≤ r时 , sup

t∈ R
|∫

t

t -f
D ( t , s ,x (s ) ) ds|< r -

142 Guangxi Sciences, Vol. 16 No. 2, May 2009



K ,则方程 ( 4)有概周期解 .

　　证明　在定理 1. 1中 ,令K= K1 = K3 = K4 =

R ,K2 = [- r , r ] , H1 ( t , x , y ) = x , H2 ( t , x , y ) = a( t )

+ y ,F1 ( t , s, x ) = 0, F2 ( t , s, x ) = D ( t , s, x ) I [t-f, t ] (s ) ,

G1 = C (K1 , [- r , r ] ) , G2 = C (K1 ) , A = C (K1 , ( - r ,

r ) ) , B = C (K1 , ( - r + K , r - K ) ) .当 x ∈ G1时 ,

sup
t∈ R
|a( t )+∫

t

t-f
D ( t , s , x (s ) ) ds|< r. y∈ G2 ,令  y 

= sup
x∈ K

1

 y (x ) .在此范数赋予的拓扑意义下 ,有 A∩

 S(K1× G1 ) = ○ , T (K1× G1 )∪ { 0} B , {a} + B

 A S(K1× G1 ) .显然 ,对满足 P S (K1× G1 ) -

B G2的任意可缩集 P ,G2 /P为非空连通集 .由定理

1. 1知方程 ( 4)有解 .再由文献 [6 ]中定理 1的证明过

程知 ,此解为概周期解 .

　　注　文献 [6]中的定理 3为定理 2. 4的特例 .

2. 5　可化为积分方程组的方程组解的存在性

　　 (Ⅰ )考虑泛函微分方程的奇性边值问题:

　　
x
″
( t ) + f ( t , x ( t ) , x′( t ) ) = 0, 0 < t < 1,

x ( 0) = x′( 1) = 0.
( 5)

这里允许 f在 t = 0, 1和 x′= 0处有一定的奇性 ,即

　 lim
t→ 0+ , 1-

f ( t ,  ,  ) = + ∞ , lim
y→ 0+

f ,  ,  , y ) = + ∞ .

由文献 [7 ]知 , ( 5)式等价于积分方程组

　　
x ( t ) =∫

t

0
y (s) ds, t∈ [0, 1 ] ,

y ( t ) =∫
1

t
f (s ,x (s ) , y (s ) ) ds , t∈ [0, 1] .

( 6)

设 a,b∈ [0, 1) , Z [a,b ] = {x ∈ C ( [0, 1] , [0, +

∞ ) )| max
t∈ [0, 1 ]

t
a ( 1 - t )b x ( t ) <+ ∞ } ,K[a,b ] = {x ∈

C ( [0, 1] )| max
t∈ [0, 1 ]

t
a
( 1 - t )

b
|x ( t )| <+ ∞ } . 显然 ,

K[a,b ] Z [a ,b ]. x ∈ K[a,b ] ,令 x = max
t∈ [0, 1 ]

t
a ( 1

- t )b|x ( t )|,易知按照   ,K[a,b ]为一个 Banach空

间 .

　　定理 2. 5　设 f ∈ C ( ( 0, 1)× [0, + ∞ )× [0,

+ ∞ ) , [0, + ∞ ) )且 f : ( 0, 1)× ( 0, + ∞ )× ( 0, +

∞ )→ ( 0, + ∞ ) .若存在 a ,b,c ,d∈ [0, 1) , K ,M >

0,当 x , y∈ {z∈ Z [a,b ]| z ≤ K }时 , max
t∈ [ 0, 1]

t
c
( 1 -

t )d|f ( t , x ( t ) , y ( t ) )|≤ M ,且
a
a
b
b

(a+ b)a+ bB ( 1 - a, 1

- b) < 1,
a
a
b
b

(a+ b)a+ bB ( 1- c, 1 - d )M < K ,其中 B

为 Beta函数 ,则 ( 5)式有解 x , y∈ {z∈ Z [a,b ]| z 

≤ K }且当 t∈ ( 0, 1)时 x ( t ) , y ( t ) > 0.

　　证明　作 f的延拓

　　 f
~ ( t , x , y ) =

f ( t , x , y ) , t∈ ( 0, 1) , x ,y ∈ [0, + ∞ ) ,

f ( t , x , - y ) , t∈ ( 0, 1) ,x ∈ [0, + ∞ ) ,

　　 y∈ ( - ∞ , 0 ] ,

f ( t , - x , y ) , t∈ ( 0, 1) ,x ∈ ( - ∞ , 0 ],

　　 y∈ [0, + ∞ ) ,

f ( t , - x , - y ) , t∈ ( 0, 1) ,x , y∈ ( - ∞ , 0] ,

( 7)

则 f ∈ C ( ( 0, 1)× R
2
) .对K′ K,记

　　 IK′( t ) =
1, t∈ K′,

0, t K′.
在定理 1. 1中 ,令K= K1 = ( 0, 1) ,K2 = [- K , K ] ,

K3 = K4 = R , F1 ( t , s , ( x , y ) ) = 0, F2 ( t , s , ( x ,y ) ) =

( y I [0, t ] (s ) , f (s ,x , y ) I [t , 1 ] (s ) ) , H1 (s , (x , y ) , z ) = (x ,

y ) , H2 (s , ( x , y ) , z ) = z ,G2 = K(a ,b)×K(a,b ) ,a=

0, G1 = { (x , y )∈ K(a,b)×K(a,b)| x ≤ K , y ≤

K } , A= B= { (x , y )∈ K(a,b)×K(a,b)| x < K ,

 y < K }.

当 x , y ∈ K(a,b)时 ,

　　 max
t∈ ( 0, 1)

t
a ( 1 - t )b∫

t

0
y (s ) ds ≤ max

t∈ ( 0, 1)
t
a ( 1 - t )b  

∫
1

0
s
- a

( 1 - s)
- b
 y ds =

a
a
b
b

(a + b)
a+ bB ( 1 - a, 1 - b) K

< K ,

　　 max
t∈ ( 0, 1)

t
a ( 1 - t )b∫

1

t
f (s ,x (s ) , y (s ) ) ds ≤

max
t∈ ( 0, 1)

t
a
( 1 - t )

b∫
1

0
s
- c
( 1 - s )

- d
Mds =

a
a
b
b

(a+ b)
a+ b B ( 1

- c, 1 - d )M < K .

在范数    赋予的拓扑意义下 ,按定理 1. 1的符号 ,

有 T (K1× G1 )∪ { 0} B , S(K1× G1 ) A B+

{ 0} , A∩  S(K1× G1 ) = ○ .显然 ,对满足 P S(K1×

G1 ) - B G2的任意可缩集 P , G2 /P为非空连通集 .

由定理 1. 1知积分方程组

　　
x ( t ) =∫0

t

y (s) ds, t∈ [0, 1 ] ,

y ( t ) =∫
1

t
f (s , x (s ) , y (s ) ) ds, t∈ [0, 1 ]

( 8)

有解 .因为 f : ( 0, 1)× ( 0, + ∞ )× ( 0, + ∞ )→ ( 0,

+ ∞ ) ,故 f : ( 0, 1)× R
2→ ( 0, + ∞ ) ,由 ( 8)式知

x ( t ) , y ( t ) > 0( 0 < t < 1) ,此时 ( 8)式的解必为 ( 6)

式的解 ,亦是 ( 5)式的解 .即 ( 5)式有解 x ,y ∈ {z∈

Z [a,b ]| z ≤ K }且当 t∈ ( 0, 1)时 x ( t ) , y ( t ) > 0.

　　 (Ⅱ )设 ( E ,   )是实 Banach空间 , I = [t0 , t0+

a ] (a > 0) , f ∈ C [ I× E× E× E, E ] ,x 0∈ E ,对 u

∈ C ( I , E) ,令  u c = max
t∈ I
 u( t ) .考虑 E中非线性混

合型微分 -积分方程初值问题:

　　u′= f ( t ,u, Tu, Su) ,u( t0 ) = x 0 , t∈ I , ( 9)

其中
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　　 ( Tu ) ( t ) =∫
t

l
0

k ( t , s)u (s )ds , ( Su) ( t ) =∫
t
0
+ a

l
0

h ( t ,

s )u (s) ds, k∈ C (D ) ,h∈ C (D0 ) ,D = { ( t , s )∈ R
2
|t0

≤ s≤ t≤ t0+ a } ,D0 = { ( t , s )∈ R
2
|( t , s )∈ I× I }.

对 R > 0,记 M ( R) = sup
 u 

c
≤R , t∈ I

 f ( t ,u( t ) , ( Tu) ( t ) ,

( Su) ( t ) ) c.

　　 定理 2. 6　 若存在 R > 0, 使得 M (R ) <

R -  x 0 
a

,则 ( 9)式有解 u∈ C ( I , E) .

　　证明　 显然 ,方程 ( 9)等价于积分方程 u ( t ) =

x0 +∫
t

t
0

f (s,u (s ) , Tu (s ) , Su(s ) ) ds.在定理 1. 1中 ,令

K= K1 = [t0 , t0+ a ],K2 = {x∈ E| x ≤ R } ,K3 =

K4 = E , F1 ( t , s ,u) = 0, F2 ( t , s ,u ) = f (s ,u(s ) ,

Tu(s ) , Su (s ) ) I [t
0
, t ] (s ) , H1 ( x ,u , z ) = u, H2 (x ,u, z )

= x0+ z ,a= 0, G1 = { x∈ C ( I , E)| x c≤ R } ,G2 =

C ( I , E) , A = { x∈ G1| x c < R} , B= { x∈ G1| x c

< R -  x0 } .当 t0≤ t≤ t0 + a时 , x0 +∫t
0

t

f (s ,

u (s ) , Tu (s ) , Su(s ) ) ds c < R.在范数   c赋予的拓

扑意义下 ,按定理 1. 1的符号 ,有 T (K1× G1 )∪ { 0}

 B ,B+ {a } A S (K1× G1 ) , A∩  S(K1× G1 )

= ○ .显然 ,对满足 P S (K1× G1 ) - B G2的任意

可缩集 P, G2 /P为非空连通集 .由定理 1. 1知定理

2. 6成立 .

　　注　由定理 2. 6可推出文献 [8]中定理 1.

　　 (Ⅲ )设 D
T是由 D

T
w ( t ) =

1
Γ( 1 - T)

d
dt∫

t

0
( t -

s ) -Tw (s ) ds定义的 Riemann-Liouville分数导数 ,其中

Γ是 Gamma函数并且 0 < T< 1, f : [0, 1 ]× R→ R

是连续的 .现考虑非线性分数微分方程的存在性:

　　D
T
w ( t ) = f ( t ,w ( t ) ) , 0 < t < 1; w ( 0) = 0.

( 10)

显然 ,零函数是方程 ( 10)的解当且仅当 f ( t , 0)≡ 0.

由文献 [9 ]知方程 ( 10)等价于积分方程

　　w ( t ) =
1

Γ(T)∫
t

0
( t - s )T- 1

f (s, w (s) )ds , t∈ [0,

1]. ( 11)

　　定理 2. 7　 若 f ( t , 0) 0且存在 d > 0使得

max
t∈ [0, 1 ], l∈ [- d ,d ]

|f ( t , l )|<Γ( 1+ T)d ,则方程 ( 10)至少

有一非平凡解 u
* ∈ C [0, 1 ], max

t∈ [0, 1 ]
|u* ( t )|≤ d .若还

有 min
t∈ [0, 1 ], l∈ [- d , d ]

f ( t , l ) > 0,则方程 ( 10)至少有一正解

u
* ∈ C [0, 1] , max

t∈ [0, 1 ]
u
* ( t )≤ d .

　　证明　在定理 1. 1中 ,令K= K1 = [0, 1 ] ,K2 =

[- d , d ] ,K3 = K4 = R , F1 ( t , s ,u) = 0, F2 ( t , s ,u) =

1
Γ(T) ( t - s )

T- 1
f (s ,u) I [0, t ] (s ) , H1 (x ,u, z ) = u,

H2 (x ,u, z ) = z ,G1 = {x ∈ C ( [0, 1 ] )| max
t∈ [0, 1 ]

|x ( t )|

≤ d } , G2 = C ( [0, 1 ] ) , A = B = { x ∈ C ( [0, 1 ] )|

max
t∈ [0, 1 ]

|x ( t )|< d } ,a = 0.则当 t∈ [0, 1] , w∈ B时 ,

　　
1

Γ(T)∫
t

0
( t - s )T- 1

f (s ,w (s) )ds <
1
Γ(T)∫

t

0
( t -

s )T- 1Γ( 1+ T)dds≤ d .

令  y = sup
x∈ K

1

 y ( x ) .在此范数赋予的拓扑意义下 ,

按定理 1. 1的符号 ,有 T (K1× G1 ) B+ {a } = A 

S(K1× G1 ) , A∩  S(K1× G1 ) = ○ .显然 ,对满足 P 

S(K1× G1 ) - B G2的任意可缩集 P, G2 /P为非空

连通集 .由定理 1. 1知方程 ( 11)有一非平凡解 u
*
∈

C [0, 1] , max
t∈ [0, 1 ]

|u* ( t )|≤ d ,它亦是方程 ( 10)的解 .若

还有 min
t∈ [0, 1 ], l∈ [ - d , d ]

f ( t , l ) > 0,由方程 ( 11)知当 t∈

( 0, 1 ]时 ,u
*
( t ) > 0,即方程 ( 10)至少有一正解 u

*
∈

C [0, 1] , max
t∈ [0, 1 ]

u
* ( t )≤ d.

　　注　文献 [9]中定理 3. 1和文献 [10]中定理 2.

1都为定理 2. 7的特例 .

　　 (Ⅳ )利用 Green函数将微分方程组化为积分方

程组 .

　　一般微分方程的初边值问题 ,可以先利用 Green

函数给出解的积分表达式 ,再利用定理 1. 1确定解的

存在性 [11～ 29 ] ,只需要构造出合适的集合 ,就可证明多

解的存在性 .若 Green函数为正 ,容易得出正解的存

在性 .若方程本身奇异 ,在适当的条件下 ,可以证明连

续解的存在性 ,对于某些情形甚至可以证明奇异解的

存在性 .考察非线性 Lidstone边值问题解和正解的存

在性:

　　

u
( 2n) ( t ) = f ( t ,u ( t ) ,u′( t ) ,… ,

　　u
(k) ( t ) ,… ,u( 2n- 1) ( t ) ) ,

　　 0≤ t≤ 1, 0≤ k≤ 2n - 1,

u
( 2j)

( 0) = u
( 2j )

( 1) = 0, 0≤ j≤ n - 1,

( 12)

其中 u
( 0) ( t ) = u ( t ) , 0≤ t≤ 1, f在其定义域上连续 .

令 G( t , s ) =
t ( 1 - s ) , 0≤ t≤ s≤ 1,

s( 1 - t ) , 0≤ s≤ t≤ 1.

上式两边对 t求导可得

　　
 
 t

G( t , s ) =
1 - s , 0≤ t≤ s≤ 1,

- s, 0≤ s≤ t≤ 1.

直接计算得出

　　 max
0≤ t≤ 1∫

1

0
G( t , s ) ds =

1
2

max
0≤t≤ 1

t ( 1 - t ) =
1
8
,

max
0≤ t≤ 1∫

1

0

 
 t

G( t , s ) ds = max
0≤ t≤ 1

( t2 - t +
1
2
) =

1
2
.

由文献 [11 ]知 ,方程 ( 12)等价于积分方程组

144 Guangxi Sciences, Vol. 16 No. 2, May 2009



　　

u0 ( t ) = -∫
1

0
G( t , s )u2 (s ) ds ,

u1 ( t ) = -∫
1

0

 
 t G( t , s )u2 (s ) ds ,

…

u2i ( t ) = -∫
1

0
G( t , s )u2( i+ 1) (s ) ds ,

u2i+ 1 ( t ) = -∫
1

0

 
 t G( t , s )u2( i+ 1) (s ) ds ,

…

u2(n - 2) ( t ) = -∫
1

0
G( t , s )u2( n- 1) (s ) ) ds ,

u2n- 3 ( t ) = -∫
1

0

 
 t G( t , s )u2( n- 1) (s )ds ,

u2(n - 1) ( t ) = -∫
1

0
G( t , s ) f (s,u0 (s ) ,… ,uk (s ) ,… ,

　　u2n- 1 (s ) ) ds,

u2n- 1 ( t ) = -∫
1

0

 
 t

G( t , s ) f (s,u0 (s ) ,… ,uk (s ) ,… ,

u2n- 1 (s ) ) ds.

　　 0≤ t≤ 1.

( 13)

　　定理 2. 8　设 0 < a2( j+ 1) < min{ 8a2j , 2a2j+ 1 } ( 0

≤ j≤ n - 2) ,a2n- 1 > 0.若当 0≤ t≤ 1,|uk|≤ ak ( 0

≤ k ≤ 2n - 1) 时 ,|f ( t ,u0 ,… ,uk ,… ,u2n- 1 )| <

min{ 8a2n - 2 , 2a2n- 1} ,则方程 ( 12)有解 u∈ C
2n
( [0, 1] )

满足 max
0≤ t≤ 1
|u

(k )
( t )|≤ ak ( 0≤ k≤ 2n - 1) .若当 0≤ t

≤ 1, 0 < ( - 1)
i
u2i≤ a2i , 0 < (- 1)

i
u2i+ 1≤ a2i+ 1 ( 0≤

i≤ n - 1)时 ,还有 0 < ( - 1)
n
f ( t ,u0 ,… ,uk ,… ,

u2n- 1 ) ,则方程 ( 12)有解 u∈ C
2n ( [0, 1 ] ) ,对 t∈ [0,

1] ,有 0 < ( - 1) iu ( 2i) ( t )≤ a2i , 0 < ( - 1)iu( 2i+ 1) ( t )≤

a2i+ 1 ( 0≤ i≤ n - 1) .

　　证明　在定理 1. 1中 ,令K= K1 = [0, 1 ] ,K2 =

∏
2n- 1

k= 0

[- ak ,ak ] ,K3 = K4 = R
2n , F1 (x , t ,u) = 0, F2 (x , t ,

u ) = ( - G(x , t )u2 , -
 
 xG(x , t )u2 ,… , - G(x ,

t )u2( i+ 1) , -
 
 x

G(x , t )u2(i+ 1) ,… , - G(x , t )u2(n- 1) ,

 
 x

G(x , t )u2(n- 1) , - G(x , t ) f ( t , u0 ,… ,u2n- 1 ) ) , -

 
 x

G(x , t ) f ( t , u0 ,… ,u2n- 1 ) ) , H1 (x ,u, z ) = u , H2 (x ,

u ,z ) = z ,G1 = C ( [0, 1] , ∏
2n- 1

k= 0

[ - a2k ,a2k ] ) , G2 =

C ( [0, 1] , R2n ) , A = B = C ( [0, 1] ,∏
2n- 1

k= 0
( - a2k ,a2k ) ) ,a

= 0.因为

　　 max
0≤ t≤ 1
|-∫

1

0
G( t , s )u2(i+ 1) (s ) ds|≤ max

0≤ t≤ 1
|u2(i+ 1) ( t )|

max
0≤ t≤ 1∫

1

0
G( t , s ) ds≤

1
8
a2(i+ 1) < a2i , max

0≤ t≤ 1
|-∫

1

0

 
 t

G( t ,

s )u2( i+ 1) (s ) ds|≤ max
0≤ t≤ 1
|u2(i+ 1) ( t )|max

0≤ t≤ 1∫0

1  
 t

G( t , s ) ds

≤
1
2a

2( i+ 1) < a2i+ 1 , max
0≤ t≤ 1,|u

k
( t)|≤a

k
, 0≤ k≤ 2n - 1

|-∫0

1

G( t ,

s ) f (s ,u0 (s ) ,… ,uk (s ) ,… ,u2n- 1 (s ) ) ds| < a2n- 2 ,

max
0≤ t≤ 1,|u

k
(t )|≤ a

k
, 0≤ k≤ 2n- 1

| -∫
1

0

 
 t

G( t , s ) f (s,u0 (s ) ,… ,

uk (s) ,… ,u2n- 1 (s ) ) ds| < a2n- 1 , u = (u0 ,u1 ,… ,

u2n- 1 )∈ G2 ,

令 u = max
0≤ t≤ 1, 0≤ k≤ 2n- 1

|uk ( t )a- 1
k |,在此范数赋予的拓

扑意义下 ,按定理 1. 1的符号 ,有 T (K1× G1 ) ∪ { 0}

 B+ {a } = A S(K1× G1 ) , A∩  S (K1× G1 ) =

○ .显然 ,对满足 P S(K1× G1 ) - B G2的任意可

缩集 P , G2 /P为非空连通集 .由定理 1. 1知积分方程

组 ( 13)有解 u
* = (u*0 ,u*1 ,… ,　u

*
2n - 1 )∈ C ( [0, 1] ,

R
n ) ,满足 max

0≤ t≤ 1
|u*k ( t )|≤ ak ( 0≤ k≤ 2n - 1) .由方程

组 ( 13)可知 u
*
0 ∈ C

2n
( [0, 1 ] ) .故方程组 ( 12)有解

u
*
0 ( t )满足 max

0≤ t≤ 1
|u* (k)

0 ( t )|≤ ak ( 0≤ k≤ 2n - 1) .若当

0≤ t≤ 1, 0 < ( - 1) iu2i≤ a2i , 0 < ( - 1)iu2i+ 1≤

a2i+ 1 ( 0≤ i≤ n - 1)时 ,还有 0 < ( - 1)
n
f ( t ,u0 ,… ,

uk ,… ,u2n- 1 ) .再由方程组 ( 13)可知 u
* 满足

　　

(- 1)
0
u
*
0 ( t ) =∫

1

0
G( t , s ) ( - 1)

1
u
*
2 (s )ds ,

(- 1) 0u*1 ( t ) =∫0

1  
 t

G( t , s ) ( - 1) 1u*2 (s ) ds ,

…

(- 1)
i
u
*
2i ( t ) =∫

1

0
G( t ,s ) (- 1)

i+ 1
u
*
2( i+ 1) (s )ds,

(- 1) iu*2i+ 1 ( t ) =∫
1

0

 
 t

G( t , s ) ( - 1)i+ 1  

　　u
*
2(i+ 1) (s )ds ,

…

(- 1)n - 2
u
*
2(n- 2) ( t ) =∫

1

0
G( t , s) (- 1)n - 1  

　　u
*
2(n- 1) (s ) ) ds ,

(- 1)n - 2
u
*
2n- 3 ( t ) =∫

1

0

 
 t

G( t , s)  

　　 (- 1)n - 1
u
*
2(n- 1) (s ) ds ,

(- 1)
n - 1

u
*
2(n- 1) ( t ) =∫

1

0
G( t , s)  

(- 1)n f (s ,u*0 (s) ,… ,u*k (s ) ,… ,u*2n - 1 (s) )ds ,

(- 1)n - 1
u
*
2n- 1 ( t ) =∫

1

0

 
 t

G( t , s) ( - 1)n  

　　 f (s ,u*0 (s) ,… ,u*k (s ) ,… ,u*2n - 1 (s ) )ds.

　　 0≤ t≤ 1.
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即方程组 ( 12)有解 u
*
0 ( t )且对 t∈ [0, 1] ,有 0 < ( -

1)
k
u
* ( k)

( t )≤ ak ( 0≤ k≤ 2n - 1) .
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