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用 Jackson q-差分算子证明两个 q-级数公式*

Proof of Two Formulas in q-Series by Jackson q-

Difference Operator
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摘要:利用 Jackson q-差分算子证明 q-二项式定理和 q-Chu-Vandermonde求和公式 .
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Abstract: q -binornial theorem and q -Chu-Vandermonde summation formulas are proved by using

Jackson q -difference operator.
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　　在 q-级数领域 ,有大量的求和公式和变换公式 ,

其证明方法也多种多样 ,例如 Cauchy方法 ,生成函数

法 ,反演技巧 ,级数展开等等 .算子方法也是当前研究

q-级数的一个重要方法 . Mourad E. H.
[1 ]用 Askey-

Wilson算子 [ 2]证明 q-Pfaff-Saalschutz求和公式及

Sears变换公式 ,并且应用这个方法也可以得到 q-级

数的很多结果 .本文利用 Jackson差分算子证明 q-二

项式定理和 q-Chu-Vandermonde求和 .以下定义及

记号均参考文献 [3 ].

1　相关定义

　　定义 1　给定复数 q,若 |q| < 1,则定义 (a; q)∞ 

= ∏
∞

k= 0
( 1 - aq

k
) ,a∈ C.

　　定义 2　 对 a∈ C,n∈ Z, q-阶乘定义为

　　 (a; q)n =
(a; q)∞
(aqn ; q)∞

= ∏
∞

k= n

( 1 - aq
k ) , ( 1)

　　 (a1 ,a2 ,… ,am ; q)n = ∏
m

k= 1

(ak ; q)n . ( 2)

　　定义 3　设 {ai }
r
i= 1和 {bj }

s
j= 1都是复数序列 ,则以

z为变量的 q-级数定义为

　　 rOs

a1 ,… ,ar

b1 ,… ,bs

; q, z = ∑
∞

k= 0

(a1 ,… ,ar ; q)k z
k

(q,b1 ,… ,bs; q)k
( -

q
k( k- 1) /2 )s+ 1- r .

　　定义 4　q-二项式系数或高斯系数定义为

　　
n

k q

=

( q; q)n
(q; q)k (q; q)n - k

,k = 0, 1,… ,n ,

0, otherw ise.

2　主要结果

　　 假设 q满足 |q| < 1,作用于多项式 f (z )的

Jackson q-差分算子 Dq可以定义为

　　 (Dq f ) (z ) =
f (z ) - f (qz )
( 1 - q)z

.

对 n = 0, 1,… ,并且所有多项式的基底都由单项式

mn (x ) = x
n
生成 ,显然

　　 (Dk
qmn ) (x ) =

(q; q)nmn - k ( x )
( 1 - q) k (q; q) n- k

,k = 1,… ,n.

定义 jn (x ; a) = (ax ; q)n ,a≠ 0.对 n = 0, 1,… ,显然

jn ( x; a )是关于 x的 n阶多项式且

　　 (D
k
qjn ) (x ) = (

- a
1 - q

)
k (q; q)nqk (k- 1) /2

(q; q) n- k
jn- k (x ;

aq
k ) ,k = 1,… ,n.

　　定理 1　q-二项式定理:

　　 ( x ; q)n = ∑
n

k= 0

n

k q

( - x ) kqk( k- 1) /2 .

　　 证明 　假设单项式 {x
n
}
∞
n= 0构成所有多项式的

基底 ,则
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　　jn (x ; a) = ∑
n

k= 0

an ,kx
k . ( 3)

用 D
k
q作用 ( 3)式两边并令 x = 0得

　　an ,k =
n

k q

( - a )kqk(k- 1) /2 ,

于是有

　　 (ax ; q)n = ∑
n

k= 0

n

k q

( - ax )
k
q
k( k- 1) /2

,

或者

　　 (x ; q)n = ∑
n

k= 0

n

k q

( - x ) kqk (k- 1) /2 . ( 4)

　　推论 1　 二项式定理:

　　 ( 1 - x )n = ∑
n

k= 0

n

k
( - x )k .

　　证明　令 q→ 1并注意到

　　 lim
q→ 1

n

k q

=
n

k
,

则 ( 4)式变为

　　 ( 1 - x )
n
= ∑

n

k= 0

n

k
( - x )

k
.

　　定理 2　q-Chu-Vandermonde求和公式:

　　
(T; q) nU

n

(TU; q)
= 2O1

q
- n ,U

TU
; q; q .

　　证明　对 b≠ 0,多项式序列 {jn (x ;b ) }∞n= 0是所

有多项式的另一个基底 ,于是

　　jn (x ; a) = ∑
n

k= 0

bn ,kjn (x ;b ) . ( 5)

用 D
k
q作用于 ( 5)式两边 ,并在所得的结果中令 x =

b
- 1
q
- k
得

　　 cn, k =
n

k q

a
b

k

jn- k (b
- 1

q
- k
; aq

k
) =

n

k q

a
b

k (a /b; q) n

( 1 - ab
- 1
q
n - k )… ( 1 - ab

- 1
q
n - 1 )

=
n

k q

 

( - q
1- n ) kqk (k- 1) /2 (a /b; q)n

(ba
- 1

q
1- n
; q)k

.

于是有

　　
(ax; q) n

(a /b; q)n
= ∑

n

k= 0

n

k q

( - q
1- n )kqk (k- 1) /2 (xb; q)kqk

(q; q)k (ba
- 1

q
1- n
; q)k

,

或者

　　
(ax; q)n
(a /b; q)n

= ∑
n

k= 0

( q- n ,q)k (xb; q) kqk

(q; q) k (ba- 1
q
1- n ; q) k

.

令 x = 1,a = T
- 1
q
1- n
,U= b,我们有

　　
(T

- 1
q
1- n
; q)n

(T- 1U- 1
q
1- n ; q)n

= ∑
n

k= 0

(q
- n
,U; q)k

(q,TU; q)k
q
k , ( 6)

化简后 ( 6)式变为

　　
(T; q)nUn

(TU; q)n
= ∑

n

k= 0

(q- n ,U; q)kqk

(q,TU; q)k
, ( 7)

或者

　　
(T; q)nUn

(TU; q)
= 2O1

q
- n
,U

TU
; q; q .

　　推论 2　 Chu-Vandermonde求和公式:

　　
(b - a)n

(a )n
= ∑

n

k= 0

( - n) k (b) k

(a )kk!
.

　　证明　在 ( 7)式中令T= q
a- b ,U= q

b ,再令 q→

1得

　　
(b - a)n
(a )n

= ∑
n

k= 0

( - n) k (b) k
(a )kk!

.

　　 从以上定理和推论的证明过程可以看出 ,

Jackson q-差分算子可以用来证明很多 q-级数公式或

者组合恒等式 . 事实上 ,通过灵活的变换还可以得到

新的恒等式 .
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由上可知 f* 是 E (G)→ { 1, 3, 5, 7,… , 16n - 9, 16n

- 7, 16n - 5,… , 16n - 9+ 2t }的一个一一对应 .所

以 f 是图 D
2
n , 4* pm* St 的奇强协调标号 , 故图

D
2
n, 4* pm* St是奇强协调图 .
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