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摘要: 给出一个新的解非线性对称方程组: g ( x ) = 0( x∈ Rn , g: Rn→ Rn连续可微 ,并且其雅克比矩阵 g ( x )在

x ∈ Rn上对称 )的非单调共轭梯度方法 ,分析新方法的全局收敛性 ,并用数值实验来检验其有效性 .新方法全局

收敛 ,在不执行任意线搜索的条件下能够确保搜索方向的下降性 ,而且初始点的选择与维数的增加并不明显影

响检验结果 .
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Abstract: A new nonmonotone conjugate g radient method is presented fo r solving symmetric

nonlinear equations g ( x ) = 0(x ∈ R
n , g: Rn→ R

n
is continuously dif ferentiable and i ts Jacobian

 g (x ) is symmetric fo r all x ∈ R
n ) . The g lobal convergence of the method is established under

suitable condi tions. Numerical results show that this method is effective. The search direction is

descent without any line search technique. Mo reover, the ini tial points and the increase of dimension
don 't influence the performance of the presented method.
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　　有许多方法用来求解无约束优化问题 [1～ 5 ]:

　　 min
x∈ Rn

f (x ) . ( 0. 1)

其中共轭梯度方法是非常重要的一类 ,特别是求解大

规模优化问题 .该方法是用下列迭代公式来求解问题

( 0. 1) .

　　 xk+ 1 = xk+ Tkdk , ( 0. 2)

　　dk = - gk + Ukdk- 1 , ( 0. 3)

其中 Tk > 0是步长 ,dk 是搜索方向 ,并且 d0 = -

 f (x 0 ) = - g0 ,Uk ∈ R.许多著名的Uk计算公式可

以参见文献 [6～ 11].

　　近年来 ,非单调技术已被广泛应用于求解无约

束优化问题 ( 0. 1)
[12～ 20 ]

.文献 [13 ]给出一个非单调共

轭梯度类型方法来求解问题 ( 0. 1) ,并且在适当的假

设条件下建立了全局收敛性结果 .受文献 [13 ]的启

发 ,本文给出一个新的求解下述非线性对称方程组的

非单调共轭梯度方法 .

　　 g( x ) = 0,x ∈ R
n , ( 0. 4)

其中 g: R
n
→ R

n
连续可微 ,并且其雅克比矩阵 g (x )

在 x ∈ R
n上是对称的 .所给方法在不执行任意线搜

索的条件下能确保搜索方向的下降性 ,并具有全局收

敛性 .问题 ( 0. 4)可来源于无约束优化问题 [21 ] .易知 ,

非线性方程组问题 ( 0. 4)等价于全局优化问题:

　　 minθ( x ) ,x ∈ R
n , ( 0. 5)

其中θ(x ) =
1
2 g (x ) 

2
.文中   指欧氏向量或矩阵

范数 , gk = g( xk ) ,θk = θ(xk ) .

1　算法

　　算法 1

　　步骤 0:给定初始点 x0∈ R
n ,常数 r∈ ( 0, 1) , 0 <

W1 < W2 < 1.置 d0 = -  θ(x 0 ) ,且 k = 0;

　　步骤 1:如果 θ0 = 0停止 ;否则 ,转步骤 2;
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　　步骤 2: 令 ik是满足下式最小的非负整数 i ,

　　 θ(xk + λdk )≤θ(xl (k) ) + W1λ θ(xk )
T
dk , ( 1. 1)

　　 θ(xk + λdk )
T
dk≥W2 θ( xk )

T
dk , ( 1. 2)

其 中 λ= r
i ,θl (k) = max0≤ j≤M (k ) {θk- j } ,M (k ) =

min{M , k} ,k = 0, 1, 2,… ,M≥ 0是一个给定的整常

数 , θ( x ) =  g ( x )
T
g ( x ) .令λk = r

i
k ,xk+ 1 = xk +

λkdk .转步骤 3;

　　步骤 3: 计算

　　dk+ 1 = -  θk+ 1 + Uk+ 1dk , ( 1. 3)

其中

　　Uk+ 1 =
  θk+ 1 2

max { -  θ
T
k dk ,d

T
k yk }

; ( 1. 4)

yk =  θk+ 1 -  θk .

　　步骤 4: Let k = k+ 1,转步骤 1.

2　全局收敛性分析

　　设K是如下定义的水平集 .

　　 K= {x|θ(x )≤θ(x 0 ) }. ( 2. 1)

给出假设条件 A: ( i )g在包含于K的开凸集K1上是连

续可微的 ,并且  g (x ) 在K是下有界的 . ( ii)g的雅

克比矩阵是对称的且存在常数 M > 0满足

　　  θ(x ) - θ( y ) ≤ M x - y , x ,y ∈ K1 .

( 2. 2)

　　引理 2. 1　 若假设条件 A满足并且 {λk ,xk+ 1 ,

g (xk+ 1 ) , dk+ 1 }由算法 1产生 .则算法 1在有限步内将

产生下一迭代点 xk+ 1 = xk+ λkdk .

　　 证明 　 利用 Wolfe准则和文献 [22]中的

Lemma3. 8,在有限步内 ,λk满足θ(xk + λdk )≤θ(xk )

+ W1λ θ(xk ) T dk 和  θ( xk + λdk ) T dk ≥

W2 θ( xk ) Tdk .又由于θ( xk )≤θ(xl (k) ) ,则结论成立 .

　　注　利用 ( 1. 2)式和 ( 2. 2)式 ,容易获得

　　λk≥ c
-  θk T dk

 dk 
2 , ( 2. 3)

其中 c =
1 - W2
M

.

　　引理 2. 2　设 {λk , xk+ 1 ,g (xk+ 1 ) , dk+ 1 }由算法 1

产生 .则对所有 k ,

　　 θk Tdk < 0. ( 2. 4)

　　证明　当 k = 0时 ,利用 d0 = -  θ0 ,容易获得

( 2. 4)式 .假设 ( 2. 4)式对 k≥ 1成立 , ( 1. 3)式子的两

边同时乘上 θTk+ 1并利用 ( 1. 4)式 ,可得

　　 θTk+ 1dk+ 1 =

 θ
T
k+ 1dk - max { - dk

T
 θk , dk

T
yk }

max { - dk
T θk , dk

T
yk }

  θk+ 1 2 . ( 2. 5)

　　情形 1　如果 θ
T
k+ 1dk≥ 0,容易获得 dk

T
yk > 0

并且 ( 2. 5)重写为

　　 θ
T
k+ 1dk+ 1 =

 θk Tdk

dk
T
yk
  θk+ 1 

2
. ( 2. 6)

这表明 θ
T
k+ 1dk+ 1 < 0成立 .

　　情形 2　如果 θTk+ 1dk < 0, ( 2. 5)式重写为

　　 θ
T
k+ 1dk+ 1 =

-  θTk dk- 1 -  θTk dk

d
T
k θk

  θk+ 1 
2
.

( 2. 7)

这意味着 θTk+ 1dk+ 1 < 0成立 .

　　因此两种情形下 ( 2. 4)式对 k+ 1都满足 .所以

由归纳法可知 ( 2. 4)式对所有 k都满足 .

　　 引理 2. 3　设 {λk ,xk+ 1 , g (xk+ 1 ) ,dk+ 1 }由算法 1

产生且假设条件 A满足 .则

　　∑
t≥ 0

min
i= 1, 2,… , M

{
( θTMt+ idMt+ i ) 2

 dM t+ i 
2 } <+ ∞ . ( 2. 8)

　　证明　对 t≥ 0,定义

　　 Tt = max { gMt+ 1 2 , gMt+ 2 2 ,… ,

 gM ( t+ 1) 
2
} . ( 2. 9)

利用归纳法证明

　　 gMt+ i 
2
≤ Tt- 1+ W1λM t+ i θ

T
Mt+ idMt+ i ( 2. 10)

对所有 i = 1, 2,… ,M都成立 .由 ( 1. 1)式 ,当 i = 1

时 , ( 2. 10)式显然成立 .假设 ( 2. 10)式对所有 1≤ i

≤ M - 1都成立 .利用引理 2. 2,可得

　　 gMt+ i 2≤ Tt- 1 . ( 2. 11)

利用 ( 1. 1)式和 ( 2. 11)式 ,有

　　 gMt+ i+ 1 2≤ max { gMt+ i 2 , Tt - 1 } +

W1λMt+ i+ 1 θ
T
M t+ i+ 1dMt+ i+ 1≤ Tt- 1 +

W1λMt+ i+ 1 θ
T
M t+ i+ 1dMt+ i+ 1. ( 2. 12)

因此 , ( 2. 10)式对 i+ 1也成立 .所以 ( 2. 10)式对 i=

1, 2,… ,M都满足 .

　　利用 ( 2. 9)式 , ( 2. 10)式和 ( 2. 3)式 ,可获得

　　 Tt≤ Tt - 1 - W1 min
i= 1, 2,… , M

{
( θ

T
Mt+ idMt+ i )

2

 dM t+ i 2
}.

( 2. 13)

利用假设条件 A( i) ,知道  g (x ) 是下有界的 ,这意

味着 { Tt }也是有界的 .以 t为下标将 ( 2. 13)式相加 ,

就可以得到 ( 2. 8)式 .

　　 定理 2. 1　设 {λk ,xk+ 1 , g (xk+ 1 ) ,dk+ 1 }由算法 1

产生 ,假设 A满足 .则

　　 lim
k→∞

inf  θ(xk ) = 0. ( 2. 14)

　　证明　假设 lim
k→∞

inf  θ(xk ) ≠ 0,则存在一个正

常数X0满足

　　  θ(xk ) > X0 , k≥ 0. ( 2. 15)

利用 ( 2. 7)式 , ( 1. 4)式重写为

　　Uk+ 1 =

 θ
T
k+ 1dk+ 1

( max{ θTk+ 1dk , 0} -  θTk+ 1dk ) -  θTk dk
. ( 2. 16)
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联立 ( 2. 4)式和 ( 2. 16)式 ,可得

 θ
T
k+ 1dk+ 1

d
T
k θk

≥Uk+ 1≥ 0. ( 2. 17)

又由 ( 1. 3)式 ,得到 dk+  θk = Ukdk - 1 ,两边同时平方

并利用 ( 2. 17)式 ,得到

　　 dk 2 = - 2 θTk dk -   θk 2+ Uk 2 dk- 1 2≤

- 2 θk T dk -   θk 2+ [
 θkT dk

d
T
k- 1 θk- 1

]2 dk - 1 2 .

( 2. 18)

将 ( 2. 18)式除以 ( θTk dk ) 2 ,得

　　
 dk 2

( θk
T
dk )

2 ≤- (
  θk 2

( θk
T
dk )

2 +
2

 θ
T
k dk

+

1
  θk 2

) +
1

  θk 2
+

 dk- 1 
2

( θTk- 1dk- 1 ) 2
= - [

  θk 
 θk Tdk

+

1
  θk 

]2 +
1

  θk 2
+

 dk- 1 
2

( θTk- 1dk- 1 ) 2
≤

1
  θk 2

+

 dk- 1 2

( θ
T
k - 1dk- 1 )

2 . ( 2. 19)

利用 ( 2. 15)式和 ( 2. 19)式 ,可得到

　　
 dk 

2

( θk T dk ) 2
≤∑

k

j= 0

1
  θj 2

≤
k+ 1
X20

. ( 2. 20)

因此

　　
( θ

T
k dk )

2

 dk 2
≥

X
2
0

k+ 1
. ( 2. 21)

利用 ( 2. 21)式 ,容易推出

　　∑
t≥ 0

min
i= 1, 2,… , M

{
( θTMt+ idM t+ i ) 2

 dMt+ i 
2 } = + ∞ .

这和 ( 2. 8)式产生矛盾 .因此 ( 2. 14)式成立 .

3　数值检验

　　 问题 　选取与文献 [23 ]类似的离散两点边界

值问题:

　　 g( x ) = Ax +
1

(n+ 1)
2 F( x ) = 0,

其中 A是 n× n三对角矩阵 ,定义为

　　 A =

4 - 1
- 1 4 - 1

- 1 4 - 1

　… 　… 　…
　… 　… - 1

- 1 4

,

F( x ) = (F1 ( x ) , F2 (x ) ,… ,Fn ( x ) ) T , Fi (x ) = sinxi -

1, i= 1, 2,… ,n进行数值检验 .检验中 ,算法 1中的参

量 选 为 r = 0. 05,W1 = 0. 1,W2 = 0. 9. 利 用

M ATLAB6. 5. 1运行程序 .当条件   θ( x ) ≤ 10
- 6

时程序停止 .表 1、表 2中各栏意义为: Dim是问题的维

数 , N I是总的迭代次数 , N G是函数值的迭代次数 ,

GG是结束时函数值 .

　　从表 1和表 2的结果可以看出 ,利用算法 1对所给

问题的检验是有效的 ,并且初始点的选择与维数的增

加并不明显影响检验结果 .

表 1　小规模检验

Tabl e 1　 Small-scale tests

Dim ( n)
N I/N G /GG

( 1,… , 1) ( 50,… , 50) ( 100,… , 100) ( - 1,… , - 1) ( - 50,… , - 50) ( - 100,… , - 100)

10 38 /77 /7. 663105e- 07 47 /95 /7. 324909e- 07 48 /97 /9. 438427e- 07 38/ 77 /7. 721902e- 07 47 /95/ 7. 325242e- 07 48 /97 /9. 438180e- 07

50 43 /87 /7. 882965e- 07 53 /107 /6. 717607e- 07 54 /109 /8. 945024e- 07 43/ 87 /7. 885965e- 07 53 /107 /6. 717657e- 07 54 /109 /8. 945056e- 07

100 44 /89 /7. 897887e- 07 54 /109 /6. 801967e- 07 55 /111 /9. 064276e- 07 44/ 89 /7. 898657e- 07 54 /109 /6. 801980e- 07 55 /111 /9. 064285e- 07

Dim ( n)
N I/N G /GG

( 1, 0, 1, 0,… ) ( 50, 0, 50, 0,… ) ( 100, 0, 100, 0,… ) ( - 1, 0, - 1, 0,… ) ( - 50, 0, - 50, 0,… ) ( - 100, 0, - 100, 0,… )

10 37 /75 /6. 989783e- 07 46 /93 /6. 674146e- 07 47 /95 /8. 629571e- 07 37/ 75 /7. 088681e- 07 46 /93/ 6. 675344e- 07 47 /95 /8. 629878e- 07

50 42 /85 /6. 939959e- 07 51 /103 /8. 885944e- 07 53 /107 /7. 872924e- 07 42/ 85 /6. 945328e- 07 51 /103 /8. 886079e- 07 53 /107 /7. 872983e- 07

100 43 /87 /7. 119706e- 07 52 /105 /9. 203034e- 07 54 /109 /8. 169964e- 07 43/ 87 /7. 121099e- 07 52 /105 /9. 203070e- 07 54 /109 /8. 169979e- 07

表 2　大规模检验

Tabl e 2　 Large-scale tests

Dim ( n)
N I/N G /GG

( 1,… , 1) ( 50,… , 50) ( 100,… , 100) ( - 1,… , - 1) ( - 50,… , - 50) ( - 100,… , - 100)

400 46 /93 /7. 283977e- 07 55 /111 /9. 461489e- 07 57 /115 /8. 407951e- 07 46/ 93 /7. 284022e- 07 55 /111 /9. 461490e- 07 57 /115 /8. 407951e- 07

700 46 /93 /9. 682958e- 07 56 /113 /8. 389176e- 07 58 /117 /7. 455928e- 07 46/ 93 /9. 682977e- 07 56 /113 /8. 389176e- 07 58 /117 /7. 455928e- 07

1000 47 /95 /7. 729904e- 07 57 /115 /6. 698745e- 07 58 /117 /8. 931203e- 07 47/ 95 /7. 729911e- 07 57 /115 /6. 698745e- 07 58 /117 /8. 931203e- 07

Dim ( n)
N I/N G /GG

( 1, 0, 1, 0,… ) ( 50, 0, 50, 0,… ) ( 100, 0, 100, 0,… ) ( - 1, 0, - 1, 0,… ) ( - 50, 0, - 50, 0,… ) ( - 100, 0, - 100, 0,… )

400 45 /91 /6. 749606e- 07 54 /109 /8. 767142e- 07 56 /113 /7. 790873e- 07 45/ 91 /6. 749688e- 07 54 /109 /8. 767144e- 07 56 /113 /7. 790874e- 07

700 54 /114 /7. 898739e- 07 64 /134 /6. 839158e- 07 65 /136 /9. 117921e- 07 54/ 114/ 7. 898818e- 07 64 /134 /6. 839160e- 07 65 /136 /9. 117922e- 07

1000 50 /106 /6. 962799e- 07 59 /124 /8. 854997e- 07 61 /128 /7. 845766e- 07 50/ 106/ 6. 962862e- 07 59 /124 /8. 854998e- 07 61 /128 /7. 845767e- 07
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