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摘要:在两个不同的不等式约束下 ,给出多元线性模型中非齐次线性预测的可容许与齐次线性预测可容许性

之间的关系 .
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　　当模型参数不受约束时 ,文献 [1～ 6]对有限总

体中总体总量和回归系数等的最优预测问题作了系

统的研究 ,先后得到贝叶斯预测 ,极小、极大预测 ,稳

健线性预测 ,最优线性无偏预测和简单投影预测等 ,

但在实际问题中 ,模型的参数往往受某些条件的约

束 .文献 [7]研究参数受到线性等式约束时线性预测

问题 .文献 [8 ]研究不等式约束下多元线性模型中线

性估计的可容许性 .文献 [9]研究不等式约束下线性

预测的可容许性问题 .文献 [9 ]中的约束条件是文献

[8]中的一种特殊情况 .本文在文献 [8 ]的约束条件

　　 T= { (B ,U )|B∈ C= {B∶ t rR
′
iB≥ 0,

 \ i= 1, 2,… ,d } ,U∈ v } ( 1)

(其中 Ri是 q× p的已知矩阵 ,v为 p× p阶对称非

负定阵组成的集合 )下 ,讨论多元线性模型线性预测

的可容许性问题 ,推广了相关文献的结论 .

　　文中 _ ( A ) , A
-, A

+ , A
′, t r ( A ) , rk ( A )分别表示

矩阵 A的列空间 , g -逆 , M oo re-Penrose广义逆 ,转

置 ,迹和秩 , A≥ 0表示 A对称非负定阵 , A≥B表示

A- B≥ 0.

1　基本概念

　　考虑多元线性模型

　　

Y = XB+ X,

E( Vec(X) ) = 0,

Va r(Vec(X) ) = U V ,

( 2)

其中 Y为 n×p阶可观测随机矩阵 , X是已知阶为 n

×q的设计矩阵 ,V是 n×n阶对称非负定矩阵 ,X为

n× p阶的随机误差矩阵 , 表示 Kronecker乘积 ,

Vec (X)表示按 X的列拉直得到的列向量 .未知参数

(B , U)∈ T= { T|R
q× p× v } ,其中 R

q× p是所有 q× p

阶矩阵所组成的集合 ,v为 p× p阶对称非负定阵组

成的集合 .

模型 ( 2)的预测问题就是要利用已知观察矩阵

Y来预测未知观测阵 Y 0 ,其模型为

　　

Y 0 = X 0B+ X0 ,

E( Vec(X0 ) ) = 0,

Va r(Vec(X0 ) ) = U V0 ,

Cov (V ec(X)V ec(X0 ) ) = U ΢,

( 3)

其中 X 0和΢分别为 m× q和 n× m阶已知矩阵 ,V0

为 m阶已知对称非负定阵 ,X0为 m× p阶随机误差

距阵 .

　　要想预测变量 SY 0 ,其中 S是 s× m阶已知矩
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阵 .这里考虑两类线性预测 ,即非齐次线性预测和齐

次线性预测 ,分别为ιI = {AY + A0∶ A为 s× n阶

矩阵 , A0为 s× p阶矩阵 } ,ιH = {AY∶ A为 s× n阶

矩阵 }.选取二次损失函数 L (d ( Y ) , SY 0 ) = t r(d (Y )

- SY0 )′(d (Y ) - SY 0 ) , 其中 d ( Y )是 SY0的预测 .

则相应的风险函数为 R (d (Y ) , SY0 ) = t rE (d ( Y ) -

SY0 )′( d (Y ) - SY0 ) .

　　定义 1　对于线性模型 ( 2) ,称 SY0条件线性可

预测变量 ,如果存在 s× n阶已知矩阵 A,使得对任

意 (B , U) ∈ T ,有 E( AY - SY0 ) = 0.

定义 2　设 d1 (Y )和 d2 (Y )是 SY0的两个预测 ,

如 果 在 条 件 ( 1) 式 下 , 有 R (d1 ( Y ) , SY0 ) ≤

R (d2 (Y ) , SY 0 )且存在某个 (B0 ,U0 ) ∈ T使得不等

号严格成立 ,则称 d1 ( Y )一致优于 d2 (Y ) .设ι为 SY 0

的某个预测类 ,d (Y ) ∈ ι,如果在ι中不存在一致优

于 d (Y )的预测 ,则称 d (Y )是 SY0的在ι中可容许预

测 ,记为 d ( Y ) ～
ι
SY0 ( T ) .

2　主要结果

2. 1　不等式约束 C= {B∶ trR
′
iB≥ 0, i= 1, 2,… ,

d ,d> 1}下的结果

　　记 T = { (B ,U )∶B∈ C ,U∈ v } , T 1 = { (B ,

U)∶B∈ C , U∈ v1 } ,其中 v是所有 p× p阶对称非

负定阵组成的集合 ,v1是 p× p阶对称非负定阵组

成的锥集 ,C= {B∶ t rR
′
iB≥ 0, i= 1, 2,… ,d ,d >

1} ,C
*

= {Γ∶ t rΓ
′
B≤ 0, B∈ C} .

　　定理 1　对多元线性模型 (Y ,XB ,U|( B ,U )∈

T ) ,如果 AY+ A0～
ιI
SY0 ( T )* ,则 ( i )_ ( A0 ) _ ( AX

- SX 0 ) , ( ii)对所有 Γ∈ C
* ,_ (Γ)  _ ( ( AX -

SX 0 )′) ,有 t r(Γ′( AX - SX 0 )+ A0 ) ≥ 0.

　　证明　 ( i)假设 _ ( A0 )  _ ( AX - SX 0 )不成立 .

令 A0 = A01+ A02 ,其中 _ ( A01 )  _ ( AX - SX 0 ) ,

_ ( A02 )  _
⊥

( AX - SX0 ) ,且 A02 ≠ 0.则 t rA′
0 A0 =

trA′
0 1A01 + trA′

02 A02 ,对所有 (B ,U )∈ T ,有 R( AY+

A0 , SY0 ) - R ( AY+ A01 , SY0 ) = trA′
01A01+ trA′

02A02

> 0,则 R( AY + A01 , SY0 )优于 R( AY + A0 , SY0 ) ,

这与已知条件有矛盾 .故假设不成立 ,所以 _ ( A0 ) 

_ ( AX - SX 0 ) .

　　 ( ii)对所有Γ∈ C
* ,_ (Γ)  _ ( ( AX - SX 0 )′) ,

那么 tr(Γ′( AX - SX 0 )+ A0 ) ≥ 0不成立 .不妨设

tr(Γ
′
( AX - SX 0 )

+
A0 ) < 0,因为_ (Γ) _ ( ( AX -

SX 0 )
′
) ,则存在 Γ0 ,使得Γ= ( AX - SX 0 )

′
Γ0 .令

Θ0 = A0 + λΓ0 (λ> 0)对所有 (B ,U ) ∈ T ,有

R( AY + Θ0 , SY 0 ) - R( AY + A0 , SY0 ) =

2λt r( A
′
0 ( AX - SX 0 )

′+
Γ) + 2λt rB

′
Γ+ λ

2
trΓ

′
0Γ0 .

( 4)

在 ( 4)式中 ,当 λ充分小时 ,对所有 (B ,U ) ∈ T ,有

R( AY + Θ0 , SY0 ) - R( AY + A0 , SY 0 ) < 0.由此可

知 , R( AY+ Θ0 , SY0 )优于 R ( AY+ A0 , SY0 ) ,这与已

知条件有矛盾 ,则假设不成立 .所以对所有Γ∈ C
*
,

_ (Γ _ ( ( AX - SX 0 )′) ,有 tr(Γ′( AX - SX 0 )+ A0 )

≥ 0.

　　定理 2　考虑多元线性模型 (Y ,XB ,U|( B ,U )

∈ T ) .设 _ ( ( AX - SX 0 )′)  _
⊥

( R ) ,或者 _ ( ( AX

- SX 0 )
+
)  _

⊥
(R ) ,如果 AY+ A0～

ιI
SY0 ( T ) ,则

AY ～
ιH
SY0 ( T ) ,其中 R = ( R1 , R2 ,… ,Rd ) .

证明　考虑 _ ( ( AX - SX 0 )′)  _
⊥

(R )的情

况 ,其它情况类似 .若存在 L ,使得 LY优于 AY ,则对

所有 (B , U) ∈ T ,有 R( LY , SY0 ) ≤ R ( AY , SY0 ) ,即

t rB′( LX - SX 0 )′(LX - SX 0 ) B + tr( L′
LV -

2L′
S΢) t rU ≤ trB′( AX - SX 0 )′( AX - SX 0 )B +

tr( A′
AV - 2A′

S΢) t rU .因为 C = {B∶ trR′
i B≥ 0, i

= 1, 2,… ,d ,d > 1}是个锥集 ,则对所有λ> 0和 B

∈ C ,有 λB ∈ C.此时用 λB代替上式中的 B ,有

λ2 t rB′(LX - SX 0 )′(LX - SX 0 )B + tr( L′
LV -

2L′
S΢) t rU≤ λ2 t rB′( AX - SX 0 )′( AX - SX 0 )B +

tr( A′
AV - 2A′

S΢) t rU.当λ分别趋于 0和趋于无穷

时 ,有 t r(L
′
LV - 2L

′
S΢) ≤ t r( A

′
AV - 2A

′
S΢) ,

t rB
′
( LX - SX 0 )

′
(LX - SX 0 )B ≤ trB

′
( AX -

SX 0 )
′
( AX - SX 0 ) B.由定理 1( i )知 , A1使得 A0 =

( AX - SX 0 ) ( AX - SX0 )
′
A1 . 又因为 _ ( ( AX -

SX 0 )′)  _
⊥

( R ) ,则 B+ ( AX - SX 0 )′A1 ∈ C.此

时对所有 (B , U) ∈ T ,有

t r [B+ ( AX - SX 0 )′A1 ]′(LX - SX0 )′(LX -

SX 0 ) [B + ( AX - SX 0 )
′
A1 ] + t r(L

′
LV -

2L′
S΢) t rU ≤ t r [B + ( AX - SX 0 )′A1 ]′( AX -

SX 0 )′( AX - SX 0 ) [B + ( AX - SX0 )′A1 ] +

t r( A
′
AV - 2A

′
S΢) t rU. ( 5)

则对所有 (B ,U ) ∈ T ,有

R( LY+ ( LX - SX 0 ) ( LX - SX 0 )′A1 , SY0 ) ≤

R( AY + A0 , SY0 ) . ( 6)

因为 AY+ A0～
ιI
SY0 ( T ) ,所以 ( 6)式成立 .这就意味

着对 (B ,U )∈ T , ( 5)式成立 .不妨令 B = - ( AX -

SX 0 )′A1 ,此时有

t r(L
′
LV - 2L

′
S΢) = tr( A

′
AV - 2A

′
S΢) ,

t r [B + ( AX - SX 0 )′A1 ]′(LX - SX 0 )′( LX -
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SY0 ) [B + ( AX - SX 0 )
′
A1 ] = t r [B + ( AX -

SX 0 )′A1 ]′( AX - SY 0 )′( AX - SX 0 ) [B + ( AX -

SX 0 )
′
A1 ] , B∈ C. ( 7)

因为 C是个锥集 ,如果 ( B ,U )∈ T ,则对所有的λ>

0,都有 (λB ,U )∈ T .用λB代替 ( 7)式中的 B , ( 7)式

仍然成立 .故对所有 (B ,U ) ∈ T ,有 R( LY , SY0 ) =

trB
′
(LX - SX 0 )

′
(LX - SX 0 )B + tr(L

′
LV -

2L
′
S΢) trU = trB

′
( AX - SX 0 )

′
( AX - SX 0 ) B +

tr( A
′
AV - 2A

′
S΢) t rU = R( AY , SY 0 ) . 这说明对

 (B , U) ∈ T在 ιH估计类中不存在一致优于 AY

的齐次线性预测 .故 AY ～
ιH
SY0 ( T ) .

　　定理 3　 考虑多元线性模型 ( Y , XB ,U|(B ,U )

∈ T ) .设_ ( ( AX - SX 0 )′) _
⊥

(R )或者_ ( ( AX -

SX 0 )+ )  _
⊥

( R) ,如果 AY + A0 ～
ιI
SY0 ( T ) ,则

( i)_ ( A0 )  _ ( AX - SX 0 ) , ( ii )对所有 Γ∈ C
* ,

_ (Γ)  _ ( ( AX - SX0 )
′
) ,有 t r(Γ′( AX - SX 0 )

+

A0 ) ≥ 0, ( iii) AY ～
ιH
SY0 ( T ) ,其中 R = ( R1 , R2 ,… ,

Rd ) .

2. 2　不等式约束 C= {B∶ trR
′
iB≥ 0, i= 1, 2,… ,

d ,d≥ 1}下的结果

　　记 T = { (B ,U )∶B∈ C , U∈ v }和 T1 = { (B ,

U)∶B∈ C , U∈ v1 } ,其中 v是所有 p× p阶对称非

负定阵组成的集合 ,v1是 p× p阶对称非负定阵组

成的锥集 ,C= {B∶ t rR
′
iB≥ 0, i= 1, 2,… ,d ,d≥

1} ,C
*

= {Γ∶ t rΓ
′
B≤ 0, B∈ C} .

引理 1
[8 ]

　设 C是由 R
q× p
矩阵组成的集合 ,对

任意 q× p阶矩阵Γ和任意实数T,

trΓ′B+ T≤ 0, B∈ C , Γ∈ C
* ,T≤ 0,其中

C
* = {Γ∶ t rΓ′

B ≤ 0, B∈ C}.

引理 2
[8 ]　 对于任意矩阵 L , A和任意实数T1 ,

T2 ,如果 t rB′
AB+ T1≤ t rB′

LB+ T2 (B∈ C ) ,则 L -

A≥ 0,T1≤ T2.

引理 3
[8 ]

　在多元线性模型 (Y ,X B ,U|(B ,U )

∈ T ) 和 风 险 函 数 R ( AY , SB ) = trE( AY -

SB )′( AY - SB ) 下 , 设 SB 线性可估 , 则 AY

～
ιH
SB ( T )的充要条件是 ( i ) AV = AX ( X′D+

X )-

X′D+
V , ( ii) AX [ (X′D+

X ) - - I ]S′≥ AX [ (X′D+

X ) - - I ) ]X′A , ( iii )rk ( AX - S) (X′D+
X - I ) X′

= rk ( AX - S) ,其中 D = V+ X X′.

　　定理 4　对多元线性模型 (Y ,XB ,U|( B ,U )∈

T ) ,有 AY ～
ιH
SY 0 ( T ) AY～

ιH
SY 0 (R

q× p
× v ) .

　　定理 5　对多元线性模型 (Y ,XB ,U|( B ,U )∈

T ) ,设 SY0是条件可预测 ,则 AY ～
ιH
SY 0 ( T )的充要

条件是 ( i ) A [I - X (X′D+
X ) - X′D+ ]V = S΢′

V
+ [ I

- X ( X′D
+

X )
-

X′D
+

]V , ( ii ) ( A - S΢
′
V

+
)  

X [ (X′D
+

X )
-
- I ] ( SX 0 - S΢

′
V
+

X )
′

≥ ( A -

S΢
′
V

+
) X [ (X′D

+
X )

-
- I ]X′( A - S΢

′
V

+
) ,

( iii)rk ( AX - SX 0 ) ( X′D
+

X - I )X′= rk ( AX -

SX 0 ) ,其中 D = V+ XX′.

　　 证明 　 由文献 [5 ]知 ,_ (΢)  _ ( V ) ,于是

΢′
V

+
V = ΢′.易知 R ( AY , SY0 ) = t rU  t r( SV′

0S -

S΢
′
V

+
΢S)+ trE{ [ ( A- S΢

′
V

+
)Y - ( SX 0 - S΢

′
V

+

X ) B ]
′
[ ( A - S΢

′
V
+

)Y - ( SX 0 - S΢
′
V

+
X )B ] }.由

于 t rU  t r( SV
′
0S - S΢

′
V

+
΢S) 是常数 , 则 AY

～
ιH
SY0 ( T ) A - S΢

′
V

+
)Y～

ιH
( SX 0 - S΢

′
V
+
X )B.再

由引理 3可知 ,定理 5成立 .

　　定理 6　考虑多元线性模型 (Y ,XB ,U|(U ,B )

∈ T ) ,如果 AY + A0 ～
ιI
SY 0 ( T ) ,则 ( i) _ ( A0 )  

_ ( AX - SX 0 ) , ( ii)对所有Γ∈ C
*

_ (Γ)  _ ( ( AX

- SX 0 )
′
) ,有 tr(Γ′( AX - SX 0 )

+
A0 ) ≥ 0, ( iii ) AY

～
ιH
SY0 ( T ) .

　　证明　 ( i) , ( ii)可由定理 1直接得到 .下面证明

( iii)成立 .

　 　由 ( i )可知 , 存在 A1使得 A0 = ( AX -

SX 0 ) ( AX - SX0 )′A1 .假设 LY优于 AY ,则对所有的

(B , U ) ∈ T , 有 R ( LY , SY 0 ) ≤ R ( AY , SY0 ) , 即

t rB′( LX - SX 0 )
′
(LX - SX0 )B + tr( L′LV -

2L′S΢) t rU ≤ t rB′( AX - SX 0 )
′
( AX - SX 0 )B +

tr( A′AV - 2A′S΢) t rU.由引理 2可知 , t r(L′LV -

2L′S΢) t rU ≤ t r( A′AV - 2A′S΢) trU , ( AX -

SX 0 )′( AX - SX 0 ) - (LX - SX 0 )′(LX - SX 0 ) ≥

0,因此 ,对所有的 (B ,U ) ∈ T ,有

　　 t r [B+ ( AX - SX 0 )′A1 ]′(LX - SX0 )′(LX -

SX 0 ) [B + ( AX - SX 0 )′A1 ] + t r(L′LV -

2L′S΢) t rU ≤ t r [B + ( AX - SX 0 )′A1 ]′( AX -

SX 0 )′( AX - SX 0 ) [B + ( AX - SX0 )′A1 ] +

t r( A′AV - 2A′S΢) t rU, ( 8)

那么

　　 R( LY+ ( AX - SX 0 ) ( AX - SX0 )′A1 , SY0 ) ≤

R( AY + A0 , SY0 ) . ( 9)

因为 AY+ A0～
ιI
SY0 ( T ) ,所以 ( 9)式成立 .这意味着

对 (B ,U ) ∈ T ,即 ( 8)式成立 . C是一个锥集 ,当 (B ,

U ) ∈ T时 ,对所有 λ> 0,必有 (λB ,U ) ∈ T. 若

t r(L′LV - 2L′S΢) ≠ t r( A′AV - 2A′S΢) , 则

t r(L′LV - 2L′S΢) < t r( A′AV - 2A′S΢) ,此时 ( 9)

式不成立 . 若 tr( L′LV - 2L′S΢) = tr( A′AV -
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2A′S΢) , 那么  B0 , 有 trB0′(LX - SX0 )
′
(LX -

SX 0 )B0 < tr( A′AV - 2A′S΢) t rB0′( AX -

SX 0 )′( AX - SX 0 )B0 .用λB0代替上式中的 B0 ,此时

( 9) 式也不成立 . 因此 , 对所有 (B , U) ∈ T , 有

R (LY , SY 0 ) = t rB′( LX - SX 0 )′(LX - SX 0 )B +

tr( L′LV - 2L′S΢) trU = trB′( AX - SX 0 )′( AX -

SX 0 )B + tr( A′AV - 2A′S΢) t rU = R( AY , SY 0 ) .

这说明对 (B ,U )∈ T在ιH估计类中不存在

一致优于 AY的齐次线性预测 .故 AY～
ιH
SY0 ( T ) .

　　定理 7　对多元线性模型 (Y ,XB ,U|( B ,U )∈

T1 ) ,则 AY+ A0～
ιI
SY0 ( T1 )的充要条件是 ( i ) _ ( A0 )

 _ ( AX - SX 0 ) , ( ii) 对所有 Γ∈ C
* ,_ (Γ)  

_ ( ( AX - SX 0 )′)有 tr(Γ′( AX - SX 0 )+ A0 ) ≥ 0,

( iii ) AY ～
ιH
SY0 ( T ) .

　　证明　由定理 6知必要性显然成立 ,下面证明

充分性 .

　　由定理 1( i)知 ,只需要证明不存在 L和 L 1 ,使

得 LY+ (LX - SX 0 )L 1优于 AY+ ( AX - SX 0 ) A1 ,

其中 A0 = ( AX - SX 0 ) A1 . 假设 LY + ( LX -

SX 0 ) L1优于 AY+ ( AX - SX0 ) A1 ,则 (B ,U )∈ C×

v1 = T1有

　　R (LY + (LY - SX 0 ) L1 , SY0 ) ≤ R ( AY+ ( AX

- SX 0 ) A1 , SY0 ) , ( 10)

那么

　　 tr( L′LV - 2L′S΢) t rU+ tr(B+ L1 )′( LX -

SX 0 )′(LX - SX 0 ) (B + L 1 ) ≤ tr( A′AV -

2A′S΢) t rU + tr( B + A1 )
′
( AX - SX 0 )

′
( AX -

SX 0 ) (B+ A1 ) . ( 11)

由于 v1是锥集 ,则对所有 U∈ v1 ,有λU∈ v1 ,用λU

代替 ( 11)式中的 U , ( 11)式也成立 ,即

　　λt r(L′LV - 2L′S΢) t rU+ tr(B + L1 )′(LX -

SX 0 )′(LX - SX 0 ) (B + L1 ) ≤ λt r( A′AV -

2A′S΢) t rU + tr( B + A1 )
′
( AX - SX 0 )

′
( AX -

SX 0 ) (B+ A1 ) . ( 12)

当λ→ 0和λ→+ ∞时 ,对 ( 12)式两边取极限分别

得到

　　 tr(B + L 1 )
′
(LX - SX 0 )

′
( LX - SX 0 ) (B+

L1 ) ≤ tr( B+ A1 )
′
( AX - SX 0 )

′
( AX - SX 0 ) (B+

A1 ) , ( 13)

　　 tr( L′LV - 2L′S΢) ≤ t r( A′AV - 2A′S΢) .

同理易知 λB ∈ C ,用 λB代替 ( 13)式中的 B .当λ

→+ ∞ 时 ,有 t rB′( LX - SX 0 )′(LX - SX0 )B ≤

trB′( AX - SX 0 )′( AX - SX 0 )B.此时对所有 (B ,U )

∈ T 1 , 有 t r(L′LV - 2L′S΢) trU + trB′( LX -

SX 0 )
′
( LX - SX0 )B ≤ t r( A′AV - 2A′S΢) t rU +

trB′( AX - SX 0 )′( AX - SX 0 )B. 因 为 AY

～
ιH
SY0 ( T1 ) ,则 t r( L′LV - 2L′S΢) t rU+ trB′(LX -

SX 0 )′( LX - SX0 )B = tr( A′AV - 2A′S΢) t rU +

trB′( AX - SX0 )
′
( AX - SX 0 )B .同理 ,对 (B ,U ) ∈

T1有

　　 t r(L′LV - 2L′S΢) = tr( A′AV - 2A′S΢) ,

t rB′( LX - SX 0 )′( LX - SX0 )B = trB′( AX -

SX 0 )′( AY - SX 0 )B . ( 14)

对 B∈ C
~ = {B∶ - B ∈ C }结论仍然成立 ,即

t rB′( LX - SX 0 )′( LX - SX0 )B = trB′( AX -

SX 0 )′( AX - SX 0 )B. 则对任意  B ∈ C∪ C
~ =

R
q× p ,有

　　 t rB′( LX - SX 0 )′(LX - SX0 )B = trB′( AX -

SX 0 )′( AX - SX 0 )B. ( 15)

类似定理 3的证明 ,有

　 　 ( LX - SX 0 )′(LX - SX 0 ) = ( AX -

SX 0 )′( AX - SX 0 ) . ( 16)

由 ( 11) 式 , ( 14) 式和 ( 16) 式 , 对  B ∈ C , 有

2trB′( AX - SX0 )
′
( AX - SX 0 ) L1 + trL

′
1 ( AX -

SX 0 )
′
( AX - SX 0 )L1 ≤ 2trB′( AX - SX 0 )

′
( AX -

SX 0 ) A1 + trA′
1 ( AX - SX 0 )′( AX - SX0 ) A1 , 即

2trB′( AX - SX 0 )′( AY - SX 0 ) [L 1 - ( AX - SX0 )+

A0 ]+ t rL′
1 ( AX - SX 0 )′( AX - SX0 ) L1 - trA′

0 A0≤

0.由引理 1知

　　 t rA′
0A0 - trL′

1 ( AX - SX 0 )′( AX -

SX 0 )L 1≥ 0, ( 17)

　　 ( AX - SX 0 )
′
( AY - SX 0 ) [L 1 - ( AX -

SX 0 )
+

A0 ]∈ C
*
. ( 18)

由条件 ( ii)可知 tr [L1 - ( AX - SX 0 )
+

A0 ]
′
( AX -

SX 0 )
′
( AX - SX 0 ) ( AX - SX 0 )

+
A0 = tr [L 1 - ( AX

- SX 0 )
+

A0 ]
′
( AX - SX 0 )

′
A0≥ 0,则

　　 t rL
′
1 ( AX - SX 0 )

′
A0 ≥ t rA

′
0 A. ( 19)

由 ( 17)式和 ( 18)可知 tr [ ( AX - SX 0 ) A1 - ( AX -

SX 0 )L 1 ]′[ ( AX - SX 0 ) A1 - ( AX - SX 0 ) L1 ] =

t rL′
1 ( AX - SX 0 )′( AX - SX 0 )L 1 - 2trL′

1 ( AX -

SX 0 )′A0 + trA′
0A0 = Vec′[ ( AX - SX 0 ) ( A1 -

L 1 ) ]Vec [ ( AX - SX0 ) ( A1 - L 1 ) ] ≥ 0, 因此有

t r [ ( AX - SX 0 ) A1 - ( AX - SX 0 ) L1 ]′ [( AX -

SX 0 ) A1 - ( AX - SX 0 ) L1 ] = 0,则 ( AX - SX 0 ) A1

= ( AX - SX 0 ) L1 ,由此就得到 ( 11)式 ,则 ( 10)式显

然成立 .
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　　这就说明不存在优于 AY + A0的非齐次线性

预测 ,故 AY+ A0 ～
ιH
SY 0 ( T ) .

　　推论 1　 考虑多元线性模型 ( Y , XB ,U|(B ,U )

∈ T ) .设 SY0是条件可预测 ,则 AY+ A0～
ιI
SY 0 ( T )

的充要条件是 ( i) _ ( A0 )  _ ( AX - SX 0 ) , ( ii )对所

有Γ∈ C
* ,_ (Γ)  _ ( ( AX - SX 0 )′) ,有 t r(Γ′( AX

- SX0 )+ A0 ) ≥ 0, ( iii) ( A - S΢′
V
+ ) X [ (X′D+

X ) - - I ] ( SX 0 - S΢′
V

+
X )′ ≥ ( A -

S΢′
V
+ )X [ ( X′D+

X ) - - I ]X′( A - S΢′
X

+ ) , ( iv )

rk ( AX - SX 0 ) (X′D
+
X - I )X′= rk ( AX - SX 0 ) ,

其中 D = V+ XX′.
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Combining q> max { 2 /T, 2 /θ, 1 /|T+ W- 1 /2|} and

formula ( 11)～ ( 13) , we know the formula ( 10) is

proved. So we complete the proof of Theo rem 2. 2.

　 　 Because d
- -mix ing sequences are mo re general

than N A sequences or d
* -mix ing sequences. So w e

have the following tw o co rollaries.

　 　 Corol lary 2. 1　 Let 0 <T≤ 1, and {Xn ; n≥ 1}

be a d
*
-mixing o r NA sequence of identically

distributed random variables w ith EX 1= 0, E|X 1|2 /T

<∞ . And|ani|≤Cn
- 2 /T- W,n≥ 1, i≤n and 0 <W<T/

2, |ani|= 0, i> n. And there exists a constant θ> 0

such that ∑
n

i= 1
a
2
ni ≤ Cn

- θ
, for all n. Then Tn =

∧

∑
n

i= 1
aniX i

a. s.
0,n→ ∞ .

　 　 Corol lary 2. 2　 Let 0 <T≤ 1, and {Xn ; n≥ 1}

be a d
* -mixing o r NA sequence of identically

distributed random variables w ith EX 1= 0, E|X 1|2 /T

<∞ . And|ani|≤Cn
- 2 /T- W,n≥ 1, i≤n and 0 <W<T/

2, |ani|= 0, i> n. And there exists a constant θ> 0

such that∑
n

i= 1

a
2
ni ≤ Cn

-θ , for alln , as 0 <T≤ 1 /2- W.

Then Tn =
∧

∑
n

i= 1
aniX i

c

0,n→ ∞ .
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