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不同分布ρ~混合序列部分和的完全收敛性*

Complete Convergence Properties of the Sums for ρ~

Mixing Random Sequences with Dif ferent Distributions
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( Department of Mathematics and Phy sics, Guilin Insti tute of Technology , Guilin, Guangxi,
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摘要: 讨论不同分布d~混合序列部分和的完全收敛性 ,利用矩不等式和截尾手法 ,获得了几乎与独立情形完

全一样的 Baum和 Kat z完全收敛定理 .
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Abstract: The complete converg ence properties of the sums ofd~ mixing random sequences with

different dist ributions are discussed. As a result Baum and Katz complete converg ence is

ex tended to the case ofd~ mixing random sequences by moment inequali ty and truncating.
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　　设 {X i∶ i∈ N }是概率空间 (K, B , P )中的随机

变量序列 , Fs = e(X i∶ i∈ S N )为e-域 ,在 B中

给定e-域 F ,R ,令d(F ,R ) = sup{ corr( X ,Y )∶X∈

L2 (F ) , Y ∈ L2 ( R) } , 其 中 corr(X , Y ) =

EX Y - EX EY

VarX VarY
为相关系数 . Bradley

[ 1]
引入相依系

数:对 k≥ 0,令

　　 d~ (k ) = sup{d(FS , FT )∶有限子集 S, T N且

dist( S, T )≥ k }. ( 1)

显然 , 0≤ d~(k+ 1)≤ d~(k )≤ 1且d~ ( 0) = 1.

　 　 d~混合与通常的d混合有一定的类似 ,但并不

相同 ,它们互不包含 ,事实上 ,在通常的d混合系数

d(k )中 , ( 1)式中的 S, T分别是 [1,n ]和 [n+ k ,∞ ]

中的子集 ;另外 ,d~混合只要求存在某个 k0 ∈ N ,使

d~(k0 ) < 1,在这一点上要比d混合的要求d(k )→ 0,

k→ ∞弱很多 .文献 [2]在d~相依序列中得到了与独

立情形一致的矩不等式 .本文利用矩不等式和截尾

等手法把文献 [3]中定理 2推广到不同分布的情况 ,

获得了几乎与独立情形下完全一样的 Baum和 Katz

完全收敛定理 .全文用 c来记与 n无关的正常数 ,不

同之处可取不同的值 ;以“ <<” 表示通常的大“O”;

IA表示集合 A上的示性函数 ; Sj =
∧

∑
j

i= 1
X i .

1　定义及引理

　　定义 1
[3 ]　对随机序列 {X i∶ i∈ N } ,如果存在 k

∈ N ,使d~(k ) < 1,则称 {X i∶ i∈ N }是d~混合序列 .

　　 注 　 在极限性质的讨论中 ,对 d~混合序列

{X i∶ i∈ N } ,即存在 k0∈ N ,使d~ (k0 ) < 1,如果 k0

> 1,可以考虑 {X i }的 k0个子列 {Xk
0
i+ j ; i∈ N } , j =

0, 1, 2,… ,k0 - 1,而每一个子列的d~( 1)即为原序列

的d~(k0 ) ,因此 ,对d~混合序列 ,可不失一般性假设

d~( 1) < 1.

　　引理 1
[2 ]

　设 {X i∶ i∈ N }是d~混合序列 ,满足

EX i = 0, EX
2
i <∞ ,则存在仅依赖于d~的常数 c,使

得对 n≥ 1,有

ES
2
n ≤ c∑

n

i= 1
EX

2
i ,E max

1≤ j≤ n
S
2
j ≤ clog2n∑

n

i= 1
EX

2
i .

2　主要结果

　　定理 1　设 {X i∶ i∈ N }是d~混合序列 ,满足
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　　 sup
i
E|X i|

P
< ∞ , 0 < P < 2,Td≥ 1. ( 2)

当T≤ 1时 ,进一步假设

EX i = 0, ( 3)

则

∑
∞

n= 1
n

Tp - 2
P (|Sn|≥ XnT) < ∞ , ( 4)

　　∑
∞

n= 1
n

Tp - 2 log- 2
nP ( max

1≤ j≤ n
|Sj|≥ XnT) < ∞ . ( 5)

　　证明　记 Yi =
∧

X i I (|X
i
|<nT) ,先证明

n
- T max

1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1

EYi|→ 0,n→ ∞ . ( 6)

　　 ( i)当T≤ 1时 ,由 ( 2)式和 ( 3)式得

n
- Tmax

1≤ j≤n
|∑

j

i= 1

EYi|= n
-T max

1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1

E( Yi - X i+

X i )|≤ n
- T∑

n

i= 1

|E (X i - Yi )|= n
- T∑

n

i= 1

|EX i I (|X
i
|> nT)|

≤ n
- T∑

n

i= 1

E|X i|I (|X
i
|> nT) ≤ n

-T∑
n

i= 1

E|X i| 

|X i|p - 1

n
T( p- 1) I (|X

i
|> nT) = n

- Tp∑
n

i= 1

E|X i|p
I (|X

i
|> nT) ≤ n

- Tp  

∑
n

i= 1

sup
i
E|X i|p

I (|X
i
|> nT) = n

1- Tp sup
i
E|X i|p

I (|X
i
|> nT) →

0,n→ ∞ .

　　 ( ii)当T> 1, p≥ 1时 ,

n
- T max

1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
EYi|≤ n

- T∑
n

i= 1
E|X i|I (|X

i
|≤ n

T
) ≤

n
- T∑

n

i= 1
sup
i
E|X i|I (|X

i
|≤ nT) = n

1- Tsup
i
E|X i|I (|X

i
|≤nT) <

< n
1- T→ 0,n→ ∞ .

　　 ( iii)当T> 1, p < 1时 ,

n
- T max

1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
EYi|<< n

1- T 

∑
n

i= 1
sup
i
E|X i|I (|X

i
|≤ nT) = n

1-T 

∑
n

i= 1

sup
i
E|X i|I ( (i - 1)T<|X

i
|≤ iT) .因为Tp≥ 1,所以

∑
∞

i= 1

i
1- T sup

i
E|X i|I ( (i- 1)T<|X

i
|≤ iT) ≤

∑
∞

i= 1

i
1- T sup

i
E

|X i||X i|p- 1

i
T( p- 1) I ( (i- 1)T<|X

i
|≤ iT) =

∑
∞

i= 1

i
1- Tp sup

i
E|X i|p

I ( ( i- 1)T<|X
i
|≤ iT) ≤

∑
∞

i= 1

sup
i
E|X i|p

I ( (i- 1)T<|X
i
|≤ iT) = sup

i
E|Ei|p <∞ .

又由 Kronecker引理
[4 ]
,得

　　 n
1- T∑

n

i= 1
sup
i
E|X i|I ( (i- 1)

T
<|X i|≤ i

T
) → 0,n→ ∞ ,

故 n
- T max

1≤ j≤n
|∑

j

i= 1

EYi|→ 0,n→ ∞ .

综合 ( i)、 ( ii )、 ( iii)得 ( 6)式成立 .因此 ,  X> 0,当 n

充分大时有

max
1≤ j≤ n

|∑
j

i= 1
EYi|<

X
2
n
T
,|∑

n

i= 1
EYi| <

X
2
n

T
.

又 {|Sn|≥ XnT} ∪
n

i= 1
{|X i|> n

T}∪ {|∑
n

i= 1

Yi|≥

Xn
T
} ∪

n

i= 1
{|X i|> n

T
}∪ {|∑

n

i= 1
(Yi - EYi )|≥

X
2
n

T
} =

∧
An + Bn ,

{ max
1≤ j≤ n

|Si|≥ XnT} ∪
n

i= 1
{|X i|> n

T}∪

{ max
1≤ j≤ n

|∑
j

i= 1

Yi|≥ XnT} ∪
n

i= 1
{|X i|> n

T}∪

{|max
1≤ j≤ n∑

j

i= 1
( Yi - EYi )|≥

X
2 n

T
} =

∧
An ∪ Cn .

所以 , X> 0,当 n充分大时有

P{|Sn|≥ Xn
T
}≤ P ( An ) + P (Bn ) ,P { max

1≤ j≤ n
|Sj|

≥ Xn
T
} ≤ P( An ) + P(Cn ) .

要证 ( 4)式和 ( 5)式 ,只需证明

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

P( An ) < ∞ , ( 7)

∑
∞

n= 1

n
Tp- 2

P( Bn ) <∞ , ( 8)

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

log
- 2
nP (Cn ) < ∞ . ( 9)

　　先证明 ( 7)式 .

　　 ∑
∞

n= 1

n
Tp- 2

P( An ) = ∑
∞

n= 1

n
Tp- 2

P (∪
n

i= 1
{|X i|> n

T} )≤

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2∑

n

i= 1
P (|X i|> n

T
) = ∑

∞

n= 1
n
Tp- 2∑

n

i= 1
∑

∞

j= n

P ( j
T
<

|X i|≤ ( j+ 1)T) = ∑
∞

n= 1

n
Tp - 2∑

∞

j= n
∑

n

i= 1

P( jT < |X i|≤

( j + 1)
T
) = ∑

∞

j= 1
∑

j

n= 1
n
Tp - 2∑

n

i= 1
P( j

T
< |X i|≤ ( j +

1)T) ≤ ∑
∞

j= 1

j
Tp - 1∑

j

i= 1

P ( jT < |X i|≤ ( j + 1)T) ≤

∑
∞

j= 1
j
Tp - 1

 j max
1≤i≤ j

P ( j
T
< |X i|≤ ( j + 1)

T
) =

∑
∞

j= 1
j
Tp max

1≤ i≤ j
P ( jT <|X i|≤ ( j + 1)T) <<

E|X i|
p
≤ sup

i
E|X i|

p
< ∞ . ( 10)

　　再证明 ( 8)式 .记 Y
~

i =
∧

Yi - EYi , S~ j =
∧

∑
j

i= 1

Y
~

i ,由

引理 1、Markov不等式、Cr不等式 [4 ]及 ( 10)式的证
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明过程 ,有

∑
∞

n= 1
n

Tp - 2
P (Bn ) = ∑

∞

n= 1
n
Tp - 2

P (|∑
n

i= 1
(Yi -

EYi )|)≥
X
2
n

T) = ∑
∞

n= 1
n

Tp - 2
P (|∑

n

i= 1
Y
~

i|)≥

X
2
n
T)≤ ∑

∞

n= 1

n
Tp- 2

E|∑
n

i= 1

Y
~

i|2

(
X
2
n

T
)
2

≤ ∑
∞

n= 1

n
Tp- 2  2 

∑
n

i= 1
E|Y~ i|

2

(
X
2
n

T) 2
<<∑

∞

n= 1
n

Tp- 2- 2T∑
n

i= 1
EY
~ 2

i ≤ ∑
∞

n= 1
n
Tp - 2- 2T

 

∑
n

i= 1

EX
2
i I (|X

i
|≤nT) = ∑

∞

n= 1

n
Tp- 2- 2T 

∑
n

i= 1
∑

n

j= 1

EX
2
i I ( ( j - 1)T<|X

i
|≤ jT) = ∑

∞

n= 1

n
Tp - 2- 2T 

∑
n

j= 1
∑

n

i= 1
EX

2
i I ( ( j - 1)

T
<|Xi|≤ j

T
) = ∑

∞

j= 1
∑

∞

n= j

n
Tp- 2- 2T

 

∑
j

i= 1
EX

2
i I ( ( j- 1)

T
<|X

i
|≤ j

T
) << ∑

∞

j= 1
j
Tp- 1- 2T 

∑
j

i= 1

EX
2
i I ( ( j- 1)T<|X

i
|≤ jT) << ∑

∞

j= 1

j
Tp- 1- 2T∑

j

i= 1

E|X i|2  

E|X i|
p - 2

j
T( p- 2) I ( ( j- 1)

T
<|X

i
|≤ j

T
) =

∑
∞

j= 1

j
- 1∑

j

i= 1

E|X i|p
I ( ( j- 1)T<|X

i
|≤ jT) ≤

∑
∞

j= 1

j
- 1

j sup
i
E|X i|p

I ( ( j- 1)T<|X
i
|≤ jT) =

∑
∞

j= 1
sup
i
E|X i|

p
I ( ( j - 1)

T
<|X

i
|≤ j

T
) = sup

i
E|X i|

p
< ∞ .

　　最后证明 ( 9)式 .由 Markov不等式、引理 1及

( 8)式的证明过程有

　　 ∑
∞

n= 1
n

Tp- 2
log

- 2
nP (Cn ) =

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2 log- 2

nP ( max
1≤ j≤n

|∑
j

i= 1
Y
~

i|≥
X
2
n

T) ≤

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2 log- 2

n

E( max
1≤ j≤ n

|∑
j

i= 1

Y
~

i|) 2

(
X
2
n
T
)
2

≤

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

log
- 2
n 

4
X
2 n

- 2T
clog

2
n∑

n

i= 1
EY
~ 2

i <<

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2- 2T∑

n

i= 1
EY
~ 2

i << sup
i
E|X i|p < ∞ .

定理 1证明完毕 .
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使用复杂网络研究混沌系统的新方法

　　混沌系统对初始条件具有极为敏感的依赖性 ,初始条件的极小偏差 ,将会引起结果的极大差异。 一个蝴

蝶在中国的北京轻拍翅膀 ,就有可能导致大洋彼岸的纽约卷起一场龙卷风 ,这就是大家共知的“蝴蝶效应”。

自从 1963年气象学家洛仑兹 ( Lorenz)提出混沌系统的蝴蝶效应以来 ,很多有效的方法被提出来研究具有

“奇异吸引子 ( st range at tracto r)”的混沌系统。最近我国科学家提出一种使用复杂网络来研究混沌系统的新

方法。科学家们引入一种有效机制将不同类型系统变换成对应的复杂网络 ,并研究各种子图在复杂网络中出

现的相对频率。复杂网络中的各种子图分布不仅刻画和区分了不同类型的连续动态系统 ,如周期信号、混沌

信号和含噪周期信号等 ,而且将不同种类的动态系统归类为不同的超家族。不同子图在复杂网络中的分布有

效度量了不同系统的动态特性。 这种方法不仅可以应用于连续动态系统 ,也能应用于各种类型的离散系统 ,

如混沌映射、超混沌映射和随机噪声之间的区分。

(据科学网 )
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