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摘要:运用重合度理论中的延拓定理得到一类具有连续时滞和离散时滞的微分方程周期解存在的判别准则 ,

并用 1个实例来验证其应用性 .该准则推广了已知的结果 ,具有较好的应用性 .
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Abstract: By using the continui ty theorem in coincidence deg ree theory, w e obtain the cri teria of

the ex istence of the periodic solution for a class of differential equations with continuous and

discrete delay s, and verify its application by an example. The cri teria g enerals some results

obtained and has bet ter application.
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　　时滞微分方程作为模拟现实世界中相关模型的

有效工具而引起人们的注意 .方程

　　 x′( t ) = A ( t ,x ( t ) )x ( t ) + f ( t , x ( t - F) ) ( 1)

在 F= 0的情形下 ,已经由王联、王慕秋 , 李黎明 ,

王全义 , 陈凤德 ,史金麟等学者加以研究 ,而当F≠

0时 ,王克
[1 ]
、 曹进德

[2 ]
、黄先开等

[ 3]
分别获得了系

统 ( 1)有周期解的充分条件 .

　　近年来 , 利用重合度理论研究时滞微分方程周

期解的成果已有很多 [4～ 9 ] .文献 [10 ]利用上、下解法

研究具有无限时滞泛函微分方程周期解的存在性问

题 .陈凤德等 [1 1]利用重合度理论中的延拓定理讨论

系统

　　 x′( t ) = A ( t ,x ( t ) )x ( t ) +∫
0

- r
f ( t , s ,x ( t +

s ) ) ds+ ∑
p

i= 1
f i ( t , x ( t - Fi ( t ) ) ) ( 2)

周期解的存在性 , 得到了应用较好的结果 .

　　本文考虑更一般的具有连续时滞和离散时滞的

微分系统 , 即

　　 x′( t ) = A ( t , x ( t - F( t ) ) )x ( t ) + ∑
l

i= 1∫
0

- r
f i ( t ,

s ,x ( t+ s ) ) ds+ ∑
p

j= 1
gj ( t ,x ( t - Fj ( t ) ) ) + b( t )

( 3)

周期解的存在性 .这里 x ( t ) = ( x1 ( t ) , x2 ( t ) ,… ,

xn ( t ) ) T是 n维连续向量函数 , A( t ,x )∈ C ( R× R
n ,

R
n ) , A( t+ k,x ) = A ( t ,x ) , r > 0, f ∈ C (R×

[- r , 0]× R
n , Rn ) , f i ( t+ k, s ,x )≡ f i ( t , s ,x ) ,F( t

+ k) = F( t ) ,Fj ( t+ k) = Fj ( t ) , j = 1, 2,… ,p.记

r1 = max0≤ t≤k{F( t ) ,Fj ( t ) } ,C1 = C ( [- r1 , 0 ] ,Rn ) ,

g j ( t , x )∈ C ( R× C1 , R
n
) , g j ( t+ k,h) = g j ( t ,h) ,

 ( t ,h) ∈ R× C1 ,b( t ) ∈ C ( R, Rn ) , b( t + k) =
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b( t ) .我们利用重合度理论中的延拓定理讨论系统

( 3)周期解的存在性 ,得到了较实用的判别准则 ,并

给出它的一个应用实例 .

1　预备知识

　　 定义 1
[ 12]　 设 X , Z 是 赋范线 性空 间 ,

L∶ DomL X→ Z为线性映射 , N∶X→ Z为连续

映射 .如果 L是指标为零的 Fredholm映射且存在连

续投影 P∶X → X 以及 Q∶ Z→ Z使得 ImP =

KerL , ImL = KerQ = Im( I - Q ) , 则 L|DomL ∩

KerP∶ ( I - P )X→ ImL可逆 . 设其逆映射为 K p ,

设K为 X中的有界开集 . 如果 QN (K-)有界且 K p ( I

- Q)N∶K-→ X是紧的 ,则称 N在K-上是 L -紧的 .

　　引理 1
[12 ]　 (延拓定理 )设 L 是指标为零的

Fredholm映射 , N在K-上是 L -紧的 , 并假设 ( a)

对任意的λ∈ ( 0, 1) , 方程 Lx= λN x的解满足x ∈/

 K; ( b)对任意的 x∈  K∩ KerL , QN x≠ 0而且 deg

{JQN ,K∩ KerL , 0}≠ 0,则方程 Lx= N x在 DomL

∩ K-中至少存在一个解 .

　　引理 2
[13 ]　 ( Arzela-Ascoli定理 )集合 A C [a,

b ]列紧充分必要条件是下列两个条件成立:

　　 ( i)集合 A是有界的 , 即存在常数 M , 使得对于

任意的 x ∈ A , 恒有|x ( t )|≤ M;

　　 ( ii)集合 A是等度连续的 , 即对于任意给定的X

> 0, 始终存在W= W(X) > 0,使得对于任意的 t1 , t2

∈ [a ,b ], 只要|t1 - t2|< W, 就有|x ( t1 ) - x ( t2 )|

< X, x ∈ A.

　　对方程 ( 3)给出初始条件:

x (s) = O(s) ,O(s ) = (O1 (s ) ,O2 (s ) ,… ,On (s) ) T ,Oi

∈ C ( [- r2 , 0 ] ,R ) , s∈ [- r2 , 0 ], i = 1, 2,… ,n,

( 4)

其中 r2 = max {r , r1 }. 对任意 x = (x 1 ,x 2 ,… ,xn ) T

定义其模|x|= (∑
n

i= 1x
2
i )

1
2 .对任 n× n矩阵 A =

(aij )n×n定义其模 ‖ A‖ = (∑
n

i= 1∑
n

j= 1
a
2
ij )

1
2 .本文

以下部分总取 X = Z= {x∈ C ( R, R
n
)|x ( t+ k) =

x ( t ) } .对 x∈ X定义其模‖ x‖ = max0≤ t≤k|x ( t )|,

则 X在‖  ‖ 下成为 Banach空间 .对 x∈ X , 令 Lx

= x
.

( t ) ,N x = A ( t ,x ( t - F( t ) ) ) x ( t ) + ∑
l

i= 1∫
0

- r
f ( t ,

s , x ( t+ s ) ) ds+ ∑
p

j= 1
g j ( t , x ( t - Fj ( t ) ) ) + b ( t ) .

　　定义投影映射为 Px = 1
k∫

k

0
x ( t ) dt ,x ∈ X ,Qz

=
1
k∫

k

0
z ( t ) dt , z∈ Z ,则 KerL = R

n , ImL = {z∈

Z|∫
k

0
z ( t ) dt = 0}为 Z中的闭子集 , 从而 L是指标为

零的 Fredholm映射 . 易见 P, Q是连续的投影 , 而且

ImP = R
n = KerL , 因此 L的逆映射 K p∶ ImL→

DomL ∩ KerP 存 在 , 且 Kp (z ) =∫
t

0
z (s )ds -

1
k∫

k

0∫
t

0
z (s )dsdt.对 x ∈ X ,有

　　 QN x =
1
k∫

k

0
[A ( t , x ( t - F( t ) ) x ( t ) +

∑
l

i= 1
∫

0

- r
f i ( t , s ,x ( t+ s ) ) ds+ ∑

p

j= 1

g j ( t , x ( t -

Fj ( t ) ) ) + b( t ) ]dt .

　　 Kp ( I - Q)N x =∫
t

0
[A (u, x (u - F(u) ) )x (u )

+

∑
l

i= 1∫
0

- r
f i (u , s ,x (u+ s ) ) ds+ ∑

p

j= 1
gj (u ,x (u -

Fj (u) ) ) + b(u ) ]du -
1
k∫

k

0∫
t

0
[A (u, x (u -

F(u ) ) )x (u ) + ∑
l

i= 1
∫

0

- r
f i (u, s , x (u + s ) ) ds+

∑
p

j= 1
g j (u, x (u - Fj (u ) ) ) + b(u) ]dudt.

显然 , QN及 Kp ( I - Q)连续 . 设K是 X中的有界

开集 , 显然 QN (K-)有界 . 利用 Arzela-Ascoli定理容

易证明 Kp ( I - Q
-) N (K-)是紧致集 , 因此 N在K-上

是 紧 的 . 记 λm ( t ,x ) ,λM ( t , x ) 分 别 为

A ( t , x ) + A( t ,x ) T

2
最小、最大特征根 .

2　主要结果

　　 定理 1　假设存在正常数 cj ,d j ( j = 1, 2,… ,

p) ,Wi ,e, f ,连续函数 hi (s) , s∈ [- r , 0] ,hi (s )≥ 0,

F′j ( t ) < 1,F′( t ) < 1,且 a> ∑
l

i= 1
rUi+ ∑

p

j= 1cjkj ,

对任意 ( t ,x ) ∈ [0,k]× R
n满足:

　　 (Ⅰ )|gj ( t ,x )|≤ cj|x|+ d j , j = 1, 2,… ,p;

(Ⅱ )|f i ( t , s ,x )|≤ hi (s)|x|+ Wi ;

(Ⅲ )λm ( t ,x )≥ a或λM ( t , x )≤ - a;

(Ⅳ )|A ( t , x )|≤ e|x|+ f .

则方程 ( 3)至少存在一个 k-周期解 , 其中 Ui =

∫
0

- r
hi

2
(s )ds ,kj = ( max0≤ t≤k

1
1 - F′j ( t )

)
1
2 ,b =

‖ b( t )‖ = max0≤ t≤k{‖ b( t )‖ } .

　　 证明 　 令 Lx = x
.
( t ) , N x = A ( t ,x ( t -

F( t ) ) )x ( t )+ ∑
l

i= 1
∫

0

- r
f i ( t , s ,x ( t+ s ) ) ds+ ∑

p

j= 1

g j ( t ,

x ( t - Fj ( t ) ) ) + b( t ) .
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　　考虑算子方程 Lx = λN x ,λ∈ ( 0, 1) , 即

　　 x′( t ) = λ[A ( t ,x ( t - F( t ) ) ) x ( t ) +

∑
l

i= 1∫
0

- r
f i ( t , s ,x ( t + s ) ) ds+ ∑

p

j= 1
gj ( t ,x ( t -

Fj ( t ) ) ) + b( t ) ]. ( 5)

设 x ( t )为 ( 5)式的任意k-周期解 . 下面证明 x ( t )关

于λ一致有界 .

　　 ( 5)式的两边同时乘以 x
T ( t )并从 0到k积分

可以得到

　　
1
2∫
k

0
x

T ( t )  [A ( t , x ( t - F( t ) ) ) + A
T ( t ,x ( t -

F( t ) ) ) ]x ( t ) dt+∫
k

0
x
T ( t ) [∫

0

- r∑
l

i= 1

f i ( t , s ,x ( t+ s ) ) ds

+ ∑
p

j= 1
gj ( t ,x ( t - Fj ( t ) ) ) + b( t ) ]dt = 0.

不妨设λM ( t ,x )≤ - a成立 , 则有

　　a∫
k

0
|x ( t )|2 dt≤∑

l

i= 1∫
k

0∫
0

- r
|x ( t )| |f i ( t ,

s , x ( t+ s ) )|dsdt+ ∑
p

j= 1∫
k

0
|x ( t )| |gj ( t ,x ( t -

Fj ( t ) ) )|dt+∫
k

0
|x ( t )| |b( t )|dt≤

∑
l

i= 1
Wir∫

k

0
|x ( t )|dt +∑

l

i= 1
(∫
k

0∫
0

- r
hi

2
(s )|x ( t )|

2
dsdt )

1
2  

(∫
k

0∫
0

- r
|x ( t + s )|2dsdt )

1
2 + ∑

p

j= 1

cj (∫
k

0
|x ( t )|2dt )

1
2  

(∫
k

0
|x ( t - Fj ( t ) )|

2
dt )

1
2 + ∑

p

j= 1
dj∫
k

0
|x ( t )|dt +

b k(|x ( t )|2 )
1
2 . ( 6)

　　若 λm ( t , x )≥ a亦类似可得 ( 6)式成立 .由于

x ( t )是周期为k函数 ,则

　　∫
k

0∫
0

- r
|x ( t+ s )|

2
dsdt =∫

0

- r∫
k

0
|x ( t+

s )|2 dsdt =∫
0

- r∫
s+ k

s
|x ( t′)|2 dt′ds =

∫
0

- r∫
k

0
|x ( t )|

2
dtds = r∫

k

0
|x ( t )|

2
dt . ( 7)

　　再设 sj = t - Fj ( t ) , 则由F′j ( t ) < 1,有
dsj

dt
=

1 - F′j ( t ) > 0.说明 sj是 t的严格单调增加函数 , 因

此存在反函数 t = F- 1
j (sj ) , sj ∈ [- Fj ( 0) ,k-

Fj (k) ].所以有

　　∫
k

0
|x ( t - Fj ( t ) )|2dt =

∫
k-F

j
(k)

-F
j
( 0)

|x (sj )|2

1 - F′j (F- 1
j (sj ) )

dsj≤

k
2
j∫
k-F

j
(k)

-F
j
( 0)
|x (sj )|

2
dsj = k

2
j∫
k

0
|x ( t )|

2
dt . ( 8)

类似地有∫
k

0
|x ( t - F( t ) )|

2
dt≤ k

2∫
k

0
|x ( t )|

2
dt ,这里

k = ( max0≤ t≤k
1

1 - F′( t )
)
1
2 .利用 Cauchy不等式 ,

由 ( 6) ～ ( 8)式得

　　a∫
k

0
|x ( t )|2dt≤∑

l

i= 1

Wi r k(∫
k

0
|x ( t )|2dt )

1
2 +

∑
l

i= 1
r (∫

k

0
Ui|x ( t )|

2
dt )

1
2 (∫

k

0
|x ( t )|

2
dt )

1
2 +

∑
p

j= 1
cjkj∫

k

0
|x ( t )|

2
dt+ ∑

p

j= 1
dj k(∫

k

0
|x ( t )|

2
dt )

1
2 +

b k (∫
k

0
|x ( t )|2dt )

1
2≤ r k∑

l

i= 1

Wi  

(∫
k

0
|x ( t )|2 dt )

1
2 + ∑

l

i= 1

rUi∫
k

0
|x ( t )|2dt+

∑
p

j= 1

cjkj∫
k

0
|x ( t )|2dt + ∑

p

j= 1

dj k (∫
k

0
|x ( t )|2dt )

1
2 +

b k (∫
k

0
|x ( t )|2dt )

1
2 .

故 (∫
k

0
|x ( t )|2dt )

1
2≤

k∑
l

i= 1
rWi + ∑

p

j= 1
dj + b)

a - ∑
l

i= 1
rUi - ∑

p

j= 1
cjkj

∶ =

R1 .由此可知存在 t0∈ [0,k]使得

　　|x ( t0 )|≤
∑

l

i= 1

rWi + ∑
p

j= 1

dj + b

a - ∑
l

i= 1

rUi - ∑
p

j= 1

cjkj

∶ =

R2 =
R1

k
. ( 9)

于是由 x ( t ) = x ( t0 ) +∫
t

0
x′(s) ds, t∈ [0,k]和 x ( t )

的k周期性知

　　|x ( t )≤ R2+∫
t

0
|x′( t )|dt . ( 10)

　　同时由方程 ( 5)得

　　∫
k

0
|x′( t )|dt≤ e∫

k

0
|x ( t - F( t ) )| |x ( t )|dt+

f∫
k

0
|x ( t )|dt + ∑

l

i= 1
∫
k

0∫
0

- r
hi (s)  |x ( t + s)|dsdt +

∑
l

i= 1∫
k

0∫
0

- r
Wi dsdt + ∑

p

j= 1∫
k

0
cj|x ( t - Fj ( t ) )|dt +

∑
p

j= 1∫
k

0
d jdt+ bk≤ ek∫

k

0
|x ( t )|2dt+ ( f + ∑

l

i= 1
rUi+

∑
p

j= 1

cjkj ) R1 k+ (∑
l

i= 1

Wi r+ ∑
p

j= 1

d j + b)k≤ ekR
2
1+

( f + ∑
l

i= 1
rUi + ∑

p

j= 1
cjkj )R1 k+ (∑

l

i= 1
Wi r +

∑
p

j= 1
d j + b)k∶ = R3 . ( 11)

25广西科学　 2009年 2月　第 16卷第 1期



　　 由 ( 10)式和 ( 11)式得|x ( t )|≤ R2 + R3 .由

( 11)式可选取常数 R0 (待定 ) > R2+ R3 . 令K= {x

∈ X∶‖ x‖ ≤ R0 } ,则当 x∈  K时 , 显然有 Lx≠

λN x ,λ∈ ( 0, 1) , 故引理 1的条件 ( a)成立 .

　　当 x ∈ KerL ∩  K时 , 则 x为常值向量且|x|

= R0 . 若 λM ( t ,x )≤ - a, 则由 R0 > R2及 Qz =

1
k∫

k

0
z ( t ) dt , 有

　　 x
T
(QN x ) =

1
k∫

k

0
x
T
A ( t , x ( t - F( t ) ) ) x ( t ) dt+

1
k(∑

l

i= 1∫
k

0∫
0

- r
x

T
f i ( t , s, x ( t+ s) )dsdt+

1
k∑

p

j= 1
∫
k

0
x
T
gj ( t ,x ( t - Fj ( t ) ) ) dt +

1
k∫

k

0
x
T
b( t )dt≤ - aR0

2
+

1
k∫

k

0∫
0

- r
∑

l

i= 1
|x ( t )| 

[hi (s )  |x ( t+ s )|+ (∑
l

i= 1

Wi ]dsdt+ bR0 +

∑
p

j= 1
cj R

2
0 + ∑

p

j= 1
dj R0≤- (a - (∑

l

i= 1
rUi -

∑
p

j= 1
cj ) R

2
0 + (∑

l

i= 1
rWi + ∑

p

j= 1
dj + b) R0 .

　　由于 a> ∑
l

i= 1
rUi+ ∑

p

j= 1
cj , 取充分大的 R0 ,则

x
T (QN x ) < 0成立 ,因而 QN x≠ 0,x ∈  K.

　　由于 ImQ= KerL , 可选取同构 J为恒等映射 .

令 F (_ , x ) = - _ x+ ( 1 - _ )QN x ,_∈ [0, 1] ,则当

x ∈  K时 , 有 x
T
F (_ ,x ) = - _ x

T
x + ( 1 -

_ )x
T
QN x < 0. 根据拓扑度的同伦不变性有

deg {JQN ,K∩ KerL , 0} = deg{ - x ,K∩ KerL , 0}

≠ 0.对于λm ( t ,x )≥ a的情形 , 类似可以证明: 当 x

∈ KerL ∩  K时 , 有 x
T
QN x > 0和 deg {JQN ,K∩

KerL , 0}≠ 0.于是引理 1的条件 ( b)成立 .由引理 1

知方程 Lx = N x ,即方程 ( 3)至少有一个k-周期解 ,

定理 1证明完毕 .

　　例 1　考虑时滞微分方程

　　 x′( t ) = ( 40+ sint+ |x ( t -
1
2
sint )|) x ( t ) +

∫
0

-π
(s

2
x ( t + s ) + cost ) ds + ∑

2

j= 1
( sin2t +

1
j
x ( t -

1
3
sinjt ) + sin2t. ( 12)

　　这里 , A ( t , x ) = 40+ sint+ |x|, f ( t , s, x ) =

s
2
x+ cost ,g j ( t , x ) = sin2t+

1
j
x , j = 1, 2, r = π,k

= 2πi ,F( t ) =
1
2
sint ,Fj ( t ) =

1
3
sinj t.

　　通过计算可以看出 ,存在常数 cj =
1
j
, dj = 1,

j = 1, 2,W= 1,e= 1, f = 41,a = 39,以及连续函数

h(s ) = s
2 , s∈ [- c, 0 ],h (s )≥ 0,且F′( t ) = 1

2
cost

< 1,F′j ( t ) =
j
3
cosj t < 1, j = 1, 2.对任意 ( t , x ) ∈

[0, 2π ]× R满足:

　　 ( 1)|gj ( t ,x )|= |sin2t+
1
j
x|≤

1
j
|x|+ 1,

j = 1, 2;

( 2)|f ( t , s ,x )|= |s
2
x + cost|≤ s

2
|x|+ 1;

( 3)λm ( t , x ) = 40+ sint+ |x|≥ 39 = a;

( 4)|A ( t , x )|= |40+ sint+ |x||≤|x|+ 41.

又U=∫
0

- π
h
2
(s) ds =∫

0

-π
s
4
ds =

π5

5
,kj = ( max0≤ t≤ 2π

1
1 - F

′
j ( t )

)
1
2 = ( max0≤ t≤ 2π

1

1 -
j
3
cosjt

)
1
2 =

(
1

1 - j
3

)
1
2 , j = 1, 2,即 k1 =

6
2

,k2 = 3 .从而

πU+ ∑
2

j= 1
cjkj =

1
5
π
3
+

6
2

+
3

2
=

5
5 π

3
+

6
2 +

3
2 < π

3
+ 3 < 39 = a.

　　 综上所述 ,方程 ( 12)满足定理 1的条件 ,从而

方程 ( 12)至少存在一个 2π-周期解 .显然 ,例 1中

2π-周期解的存在性无法用别的方法来判别 .
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.若X<
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,a→ 1+ ,导

出矛盾 . 故 X, r ( 0 < X, r < 1)对任意 w∈ B
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,有
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