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摘要:当 G是收缩临界 5连通图 , x∈ V (G)且 d ( x )≥ 6, x1 , x 2为与 x相邻的 5度点时 ,证明如果 x 1x 2∈ E(G) ,

则 x与 3个 5度点相邻 .
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Abstract: Let G be a contraction critical 5-connected graph, x∈ V (G) , d (x )≥ 6 and x1 ,x 2∈ N

( x )∩ V5 (G) . If x1x 2∈ E (G) , then there exist 3 vertices of deg ree 5 in the neighborhood of x .
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　　对于收缩临界 5连通图中 5度顶点的分布研究

已有不少的成果 . 1994年袁旭东 [ 1]得到:收缩临界

5连通图中每一个点都与 1个 5度点相邻 .由此可以

推出 G中至少有
1
5
|G|个 5度顶点 . 1997年苏健

基 [2 ] 进一步证明: 收缩临界 5连通图中每一个点都

与 2个 5度点相邻 .由此又可以推出 G中至少有

2
5
|G|个 5度顶点 . 2005年 , Ando[ 3]又重复得到袁

旭东在 1994年得到的结果 . 覃城阜 [4 ]构造图例说

明文献 [2]中的“ 2” 是最好可能的 ,并且得到: 设 G

是收缩临界 5连通图 ,x∈ V (G)且 d ( x )≥ 8, x 1 ,x 2

为与 x相邻的 5度点 . 若 x1x 2∈ E (G) , 则 x与 3个

5度点相邻 .本文在文献 [4 ]的基础上 ,当 d (x )≥ 6

时得到了与文献 [4 ]同样的结论 .

1　相关概念及引理

　　文中讨论的图都是有限简单图 . 如果 k连通图

G中的一条边收缩之后所得到的图仍然 k连通 ,则

称这条边为 G的 k可收缩边 .一个不是完全图的 k连

通图 , 它的一条边 xy不可收缩 ,当且仅当图中有包

含 {x , y }的最小点割 .不存在 k可收缩边的非完全 k

连通图称为收缩临界 k连通图 .显然收缩临界 k连通

图中的每一条边都包含在某一个最小点割中 .设 G

= ( V (G) , E (G) )是一个图 , 记 |G|= |V (G)|.对

于 x∈ F V (G) , NG (x )表示 x在 G中的邻域的集

合 ,N G( F ) = (∪ x∈ FNG ( x ) ) - F, 记 d ( x ) =

|N ( x )|. V5 (G)表示图 G中 5度点的集合 . 对于 x

∈ V (G) , 令V( x ) = |N (x )∩ V5 (G)|.设 G不是完

全图 , T是 G的一个最小点割 , F是 G- T的至少一

个连通分支但不是全部连通分支的并 ,则称 F是 G

的断片或 T-断片 .为方便起见 , 我们常常把 V ( F )

与 F等同起来 .设 F是图 G的断片 (或 T-断片 ) ,F=

V (G) - (F∪ NG (F ) ) ,则 F也是 G的断片或 T-断

片 , 且 N (F ) = T = N ( F) . TG表示图 G中最小点

割的集合 , 若 F是 G的断片但 F的任一真子集都不

是 G的断片 , 则称 F为 G的端片 . G中基数最小的断

片称为 G的原子 .对于图中的断片 , 有以下要经常

用到的性质
[5 ]

. 令 T , T′∈ TG , F, F′分别为 T-断

片 , T′-断片 .

　　如果 F∩ F′≠ , 那么|F∩ T′|≥ |F′∩

T|,|F′∩ T|≥|F∩ T′|. 如果 F∩ F′≠ ≠ F

∩ F′, 那么 F∩ F′与 F∩ F′都是 G的断片并且
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N (F∩ F′) = ( T∩ F′)∪ ( T∩ T′)∪ ( F∩ T′)

= N ( F∪ F′) , N (F∩ F′) = ( T ∩ F′) ∪ ( T ∩

T′) ∪ ( F∩ T′) .如果 F∩ F′≠ 并且 F∩ F′不

是断片 , 则 F∩ F′=  ,|F∩ T′|> |F′∩ T|,

|F′∩ T|> |F∩ T′|,|F|≥ |F′- F|+ 2 =

|F′|+ 2.其它的图论术语与记号见文献 [6 ].

如果图 G的每一个断片都有 G的一个最小点割

与它相交 , 则称 G为几乎临界连通图 .对于几乎临

界连通图与收缩临界连通图有下列性质 .

　　引理 1　设 G是收缩临界 5连通图 , x∈ V (G) ,

F是 G中的断片且 x∈ N ( F) .若|F|≥ 3,|F|≥ 2,

且 N ( x ) ∩ F = {x 1 } , 则存在一点 x2 , 使得 x2∈

N (F )∩ N (x )∩ N (x 1 )∩ V5 (G) .

　　证明　取最小点割 T 1 {x ,x 1 } , 设 F1是 T 1-

断片 . 先设 F∩ F1≠ , 由于 N (x ) ∩ ( F∩ F1 )

=  , 则|(F1∩ N ( F) )∪ ( N (F )∩ T1 )∪ (F∩

T1 )|≥ 6, 于是 F∩ F1 =  . 若 F∩ F1≠ , 同

理可得 |(F1∩ N ( F ) ) ∪ (N ( F) ∩ T 1 ) ∪ ( F∩

T1 )|≥ 6且 F1∩ F =  . 于是 |F1∩ N ( F)|≥

|F|+ 1≥ 3, |F1∩ N (F )|≥ |F|+ 1≥ 3, 由此

推出|N (F )|≥ 7, 矛盾 . 若 F∩ F1 =  , 那么有

|F1|= |F1∩ N (F )|= 1. 否则 ,|F1∩ N (F )|≥

2, |T1∩ F|≥|F1∩ N ( F)|+ 1≥ 3,|T1∩ F|

≤ 1, F1∩ F=  ,|F|= 1,与|F|≥ 2矛盾 . 于是

可以设 F1 = { x2 } , 从而有 x2∈ N (F ) ∩ N ( x )∩

N (x 1 ) ∩ V5 (G) , 引理 1成立 . 即若 F∩ F1≠ ,

则引理 1成立 ,由对称性 ,若 F∩ F1≠ , 同理引理

1成立 .

现在只须证明 F T1的情形 . 若 F T1 , 而

|F|≥ 3, x∈ T1∩ N (F ) ,|T1|= 5, 则|T1∩ F|

≤ 1. 又由|F|≥ 2, 不妨设 F1∩ F≠ , 则|F1∩

N (F )|≥ |F|≥ 3,|F1∩ N ( F)|≤ 1,F∩ F1 =

 ,进而有 |F1|= |F1 ∩ N ( F )|= 1. 设 F1 =

{x 2} , 于是 x2∈ N ( F )∩ N (x )∩ N ( x1 )∩ V5 (G) ,

引理 1亦成立 .

　　 引理 2
[1 ]　 设 G是收缩临界 5连通图 ,x ∈

V (G) , F是 G中的断片且 x ∈ N (F ) .若|F|≥ 2且

N (x )∩ N (F )≠ , 那么 N ( x )∩ ( F∪ N ( F ) )∩

V5 (G)≠ .

　　引理 3
[5 ]　设 G是几乎临界 k连通图 , 则 G中

有 4个断片 F1 , F2 ,F3 , F4且 F1 ,F2 , F3 , F4∩ (∪ TG )

两两不相交 .

　　 引理 4
[7 ]　 设 G是收缩临界 k连通图 , A 

V (G) . 如果 A 是 G的原子 , 或是单点集 , 或

|NG ( A)|≥ k并且存在 (a′, t′)∈ A× N G( A )使得

对任一 (a, t ) ∈ A× N G( A ) - { (a′, t′) }有 at ∈

E(G) ,则 G - A是几乎临界 k - |A|连通图 , 并且

N G ( A) ∪ TG- A , 每一个 G- A的断片 F都是 G

的 N G- A (F )∪ A-断片 .

　　引理 5　 设 G是收缩临界 5连通图 ,B = {b1 ,

b2 }是 G中的断片 . 若 d (b1 ) = 6, 则 G - B是几乎

临界 3连通图 , G - B中有断片 F1 , F2 ,F3 , F4 ,使得

Fi = {ui }  V5 (G) , i = 1, 2, 3, 且 {u1 ,u2 ,u3 }  

N (b1 ) ∩ N (b2 ) , F4∩ N (B )∩ {u1 ,u2 ,u3 } =  .

　　证明　由于 d (b1 ) = 6, 由引理 4,G - B是几

乎临界 3连通图 .又由引理 3, G - B中有 4个断片

F1 ,F2 , F3 ,F4 使 F1 ∩ N (B ) , F2 ∩ N (B ) , F3 ∩

N (B ) , F4∩ N (B )两两不相交 . 于是 4≤∑
4

i= 1|Fi

∩ N (B )|≤ 5. 不妨设 |F1 ∩ N ( B )|≤ |F2 ∩

N (B )|≤|F3∩ N (B )|≤|F4∩ N (B )|, 则|F1∩

N (B )|= |F2∩ N (B )|= |F3∩ N (B )|= 1, 1≤

|F4∩ N (B )|≤ 2. 对 i = 1, 2, 3, 可设 Fi∩ N (B )

= {ui }. 由|Fi ∩ N (B )|= 1 < 2= |B|= |B∩

N ( Fi )|, 有 Fi ∩ B =  , 进而有 |Fi|= |Fi ∩

N (B )|= 1,ui∈ V5 (G)∩ N (b1 )∩ N (b2 ) , 并且 F4

∩ N (B )∩ {u1 ,u2 ,u3 } =  .

　　引理 6
[4 ]　设 G是收缩临界 5连通图 ,x 1 ,x 2∈

V5 (G) .如果 N ( x1 ) ∩ V5 (G) = {x 2 , y1 } ,N ( x2 ) ∩

V5 (G) = { x1 , y2} (y1 , y2可能相同 ) , 且 a∈ N (x 1 )

∩ N ( x2 ) - V5 (G) , 则|N (a)∩ V5 (G)|≥ 3.

2　主要结论

　　定理 1　设 G是收缩临界 5连通图 ,x ∈ V (G)

且 d (x )≥ 6, x1 ,x 2为与 x相邻的 5度点 . 若 x1x 2∈

E(G) , 则 x与 3个 5度点相邻 .

证明　用反证法 . 假设 N ( x )∩ V5 (G) = {x 1 ,

x 2 }.令 S= { y∈ V (G)|d ( y )≥ 6,x y∈ E(G) }. 取

断片 A满足 x∈ N ( A ) , N ( A)∩ S≠ , A∩ {x 1 ,

x 2 } =  且|A|最小 .于是|A|≥ 2. 设 y∈ N ( A )

∩ S. 由引理 2以及V(x ) = 2,有 N ( A )∩ { x1 ,x 2 }

≠  . 下面证明 {x 1 ,x 2}  N ( A ) . 若 {x 1 , x2 }  

N ( A ) , 可推出|N ( x1 )∩ A|≥ 2. 因为若|N (x 1 )

∩ A|= 1, 由 y∈ N ( A ) - {x 1} ,可知 A∩ {x 1}是

比 A的阶更小 ,且满足条件的断片 , 矛盾 . 同理

|N ( x2 ) ∩ A|≥ 2. 由此推出 |N (x 1 ) ∩ A|= 1,

|N ( x2 )∩ A|= 1.于是 A∩ {x 1 }≠ , 否则V( x )
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≥ 3, 矛盾 .所以有|A|≥ 2. 若|A|= 2, 设 A -

N (x 1 ) = {u } , 则 u∈ N ( x )∩ V5 (G) ,因而V(x )≥

3, 矛盾 . 于是|A|≥ 3. 而|N (x 1 )∩ A|= 1, 设

N (x 1 ) ∩ A = {t } , 由引理 1有 x 2t∈ E (G) . 由于

N (x 2 )∩ ( A∩ { x1 } )≠ ,|N ( x2 )∩ A|≥ 2, {x ,

x1 , t } N (x 2 ) , 则 d ( x2 )≥ 6, 矛盾 .所以 {x 1 , x2 }

 N ( A) . 不妨设 x1∈ N ( A) ,x 2∈ A. 易见|N ( x1 )

∩ A|≥ 2.

断言　若|A|≥ 2, 则 |N ( x1 )∩ A|≥ 2.

否则 ,|N ( x1 ) ∩ A|≤ 1, 即 N (x 1 ) ∩ A =

{x 2} .由 |A|≥ 2, 有 A∩ { x1 }≠ . 若|A|= 2,

则 A - {x 2 } N (x )∩ V5 (G) , 因而V(x )≥ 3, 矛

盾 . 于是|A|≥ 3. 取最小点割 T { x1 ,x 2 } , 设 F

是 T-断片 . 若 A T , 而|A|≥ 3, 则|A∩ T|≤

1. 又由 |A|≥ 2, 不妨设 A∩ F≠  ,则 |F∩

N ( A)|≥|T∩ A|≥ 3, 于是|F∩ N ( A )|≤ 1, F

∩ A =  ,|A∩ T|= |F∩ N ( A )|= 1,且 {x , y }

 N ( A∩ F) , 所以 A∩ F是比 A的阶更小 , 且满

足条件的断片 , 与 A的最小性矛盾 . 于是 A T ,

不妨设 F∩ A≠  . 由于 N (x 1 ) ∩ A = { x2 } ,则

N (x 1 ) ∩ (F∩ A ) =  , 于是|( F∩ N ( A ) )∪ ( T

∩ N ( A ) )∪ ( T∩ A)|≥ 6且 A∩ F=  . 若 A∩

F≠ , 同理有|(F∩ N ( A ) )∪ ( T ∩ N ( A ) )∪

( T∩ A )|≥ 6且 A∩ F =  . 而|A|≥ 2,|F∩

N ( A)|≥|A|+ 1≥ 3,|F∩ N ( A)|≥|A|+ 1≥

3,x 1∈ T ∩ N ( A ) , 由此推出|N ( A )|≥ 7, 矛盾 .

于是 A∩ F =  . 若|F∩ N ( A )|≥ 2, 则|A∩

T|≥|F∩ N ( A )|+ 1≥ 3,|A∩ T|≤ 1, A∩ F

=  , 进而有|A|= 1, 与|A|≥ 2矛盾 . 于是|F

∩ N ( A )|= 1. 设 F∩ N ( A ) = {t } , 则|N ( t )∩

A|≥ 2. 又由 A的最小性知|N ( t )∩ A|≥ 2. 于是

|N ( t )∩ A|= |N ( t )∩ A|= 2,|F∩ N ( A )|= 3.

设 N ( t ) ∩ A = { x2 , t* } , F∩ N ( A ) = {x , y ,u} .

　　 若 x 2t
* ∈ E (G) , 而 {x , x1 , t }  N (x 2 ) , 则

|N (x 2 )∩ ( F∩ A )|= 1. 设 N (x 2 )∩ ( F∩ A ) =

{s} . 显然|A∩ F|≥ 2, 否则V( x )≥ 3, 矛盾 .令 F′

= A∩ F - {s}≠ , 则 F′是断片 , N (F′) = {s ,

t
*

, x , y , u}.而|F′|≥ 2, 由引理 2有 N ( x )∩ (F′

∪ N (F′) )∩ V5 (G)≠ , V(x )≥ 3, 矛盾 . 于是

x2 t
* ∈/ E (G) . 令 M = A - { x2 } , 则 M 是断片 ,

N (M ) = {x , y ,u ,x 2 , t } ,N ( t )∩ M = {t
*

} . 于是

|M|≥ 3,|M|≥ 3. 由引理 1知存在 f ∈ N (M )∩

N ( t )∩ N ( t* )∩ V5 (G) , 这时只能是 f = x2 , 但是

x 2t
* ∈/E (G) , 矛盾 .由此得断言成立 .

情形 1　|A|= 2. 令 A= {z 1 , z 2 } ,N ( A ) = { x ,

x 1 ,y ,y1 , y2} .设 z1∈ N (x ) , 则 d (z1 ) = 6. 由引理

5, y1 , y2∈ V5 (G) . 若|A|= 1, 即 A = { x2 } , 则 x

∈ V5 (G) , 矛盾 .于是|A|≥ 2, 由断言有|N (x 1 )∩

A|≥ 2,则 |N ( x1 ) ∩ A|= |N ( x1 ) ∩ A|= 2,

N ( x1 )∩ A= {z 1 , z2 }.设 N ( x1 )∩ A= { x2 , t } , 由

引理 2,N (x 1 )∩ ( A∪ N ( A ) )∩ V5 (G)≠ , 由此

推出 z2∈ V5 (G) , 因而 x z2∈/ E(G) .取最小点割 T1

 { x1 , z 2} , 设 F1是 T 1-断片 ,则 z 1∈ T1 .由 d ( x )≥

6,d ( y )≥ 6,x 1y1 , x1 y2∈/ E(G) , 有|F1∩ N ( A )|=

2 = |F1∩ N ( A )|,|A∩ T 1|= 2. 不妨设 x ∈ F1

∩ N ( A ) , 于是 F1∩ A≠ . 否则 ,x ∈ V5 (G) , 矛

盾 . 又有 F1∩ A≠ . 否则 N (x 1 )∩ F1 =  , 矛

盾 .所以 F1∩ A与 F1∩ A都是断片 ,而 {z1 , z 2 , x } 

N ( x1 ) , 则 |N ( x1 )∩ ( F1∩ A)|= 1= |N ( x1 )∩

( F1∩ A )|, x2∈ F1∩ A , t∈ F1∩ A. 若|F1∩ A|

= 1, 则 F1∩ A= { x2 }.由文献 [2] ,可知|N (x 2 )∩

V5 (G)|≥ 2, 由此推出 x∈ V5 (G) , 矛盾 .若|F1∩

A|= 2, 令 F1∩ A= { x2 , z }. 由于 x1z∈/E(G) , 则

z∈ V5 (G) ,x z∈ E(G) ,V( x )≥ 3, 矛盾 . 于是 |F1

∩ A|≥ 3.

令 M = F1∩ A, 则|M|≥ 3,|M|≥ 5. 由于

N ( x1 )∩ M = {x 2} , 由引理 1知存在 f∈ N (M )∩

N ( x1 )∩ N ( x2 )∩ V5 (G) , 但 N (M ) ∩ N (x 1 ) =

{ x } , x∈/ V5 (G) , 矛盾 .

　　情形 2　|A|≥ 3. 取 z∈ N (x )∩ A , 最小点

割 T {x , z } , 并设 F是 T-断片 . 首先证明 A T .

若 A T , 则|A|= 3. 否则 ,|A∩ T|= |A|≥ 4,

有 A∩ T =  .不妨设 A∩ F≠ , 则|N ( A )∩

F|≥|A∩ T|≥ 4,F∩ N ( A ) =  , F∩ A=  ,

即 F=  , 矛盾 . 设 A= {z , z 1 , z2 } , 若|A|= 1,由

于 F∩ N ( A)≠ ≠ F∩ N ( A ) ,则 x2∈ T . 不妨

设 x1∈ F. 若|F∩ N ( A )|= 1, 设 F∩ N ( A ) =

{ y , y1 , y2 } .由文献 [2]有 |N (x 1 ) ∩ V5 (G)|≥ 2,

|N ( x2 )∩ V5 (G)|≥ 2. 不妨设 z 1 , y1∈ V5 (G) , 若

|N ( x1 )∩ V5 (G)|≥ 3或 |N ( x2 )∩ V5 (G)|≥ 3,

则 x∈ V5 (G) ,矛盾 . 于是|N (x 1 )∩ V5 (G)|= 2,

|N ( x2 )∩ V5 (G)|= 2,由引理 6,V( x )≥ 3, 矛盾 .

若|F∩ N ( A )|= 2, 则 |F∩ N ( A)|= 2. 于是

d ( y ) = 6, 由引理 5, z1 , z 2∈ V5 (G) , 因而 N ( x )∩

A= {z } . 又由文献 [2 ],|N (x 2 )∩ V5 (G)|≥ 2, 则

x ∈ V5 (G) , 矛盾 .若|F∩ N ( A )|= 3, 则 |F∩
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N ( A)|= 1,V( x )≥ 3, 矛盾 .于是|A|≥ 2. 由于

|A|= 3, 则|A∩ T|≤ 1, 而|A|≥ 2, 不妨设 F

∩ A≠ . 于是有|F∩ N ( A )|≥|A|≥ 3,|F∩

N ( A)|≤ 1, F ∩ A =  , 进而有 |F|= |F∩

N ( A)|= 1. 设 F= {t } , 则 t∈ V5 (G) ,|N ( t )∩ A|

= 1. 由断言可知 ,|N (x 1 )∩ A|≥ 2, 那么 t≠ x1 ,

V(x )≥ 3, 矛盾 .所以 A T .

　　再证明 N ( x )∩ A N (x 1 )∩ A ,|N ( x )∩ A|

≤ 2. 不妨设 F∩ A≠ .由 A的最小性有|( F∩

N ( A) )∪ ( T∩ N ( A) )∪ ( T∩ A )|≥ 6, 则 F∩

A=  . 若 F∩ A≠ , 同理有|( F∩ N ( A ) )∪

( T∩ N ( A) )∪ ( T∩ A)|≥ 6且 F∩ A=  . 由

此推出|A|= 1,|F∩ N ( A )|= 2= |F∩ N ( A )|,

|A∩ T|= 3. 不妨设 x1∈ F∩ N ( A ) .而|F| <

|A|,与 A的最小性矛盾 , 于是 F∩ A=  . 若|F|

= |F∩ N ( A)|≥ 2, 则|F∩ N ( A)|≤ 2,|A∩

T|≥|F∩ N ( A )|≥ 2+ 1= 3, F∩ A =  ,|A

∩ T|≤ 1,|A|= |A∩ T|= 1, |A∩ T|= 3,|F

∩ N ( A)|= 2= |F∩ N ( A)|. 当 x 1∈ F时 , 由于

|F|<|A|,则与 A的最小性矛盾 . 当 x1∈ F时 ,由

于|F| <|A|, 也与 A的最小性矛盾 . 于是|F|=

1, F= {x 1 } , z∈ N (x 1 )∩ A. 由 z的任意性有 N (x )

∩ A N (x 1 )∩ A. 显然 2≤|N (x 1 )∩ A|≤ 3,

由此有|N (x )∩ A|≤ 2. 否则 ,|N (x )∩ A|= 3,

N (x )∩ A= N (x 1 )∩ A. 而由文献 [2] ,|N (x 1 )∩

V5 (G)|≥ 2,V( x )≥ 3, 矛盾 .

　　若|A|= 1, 即 A= {x 2} . 设 N ( A) = {x , x1 ,

y , y1 , y2} . 当|N (x1 )∩ A|= 2时 , 设 N (x 1 )∩ A

= {z , z 1} . 若 y∈ N (x 1 )∩ N ( A) , 则 N ( A )∩ { x1 }

= { y1 , y2 }. 由文献 [2 ] ,|N ( x1 ) ∩ V5 (G)|≥ 2,

|N (x 2 )∩ V5 (G)|≥ 2, 则 z 1∈ V5 (G) , 且不妨设

y1 ∈ V5 (G) , 由此有 x ∈ V5 (G) , 矛盾 . 若 y ∈

N ( A) ∩ {x 1} , 不妨设 N ( A) ∩ {x 1} = { y , y1 } ,

N (x 1 )∩ N ( A) = {x , y2} . 再由文献 [2 ]有|N ( x1 )

∩ V5 (G)|≥ 2,|N (x 2 )∩ V5 (G)|≥ 2. 若|N ( x1 )

∩ V5 (G)|≥ 3或 |N (x2 )∩ V5 (G)|≥ 3, 则 x ∈

V5 (G) ,矛盾 . 于是|N ( x1 )∩ V5 (G)|= 2,|N ( x2 )

∩ V5 (G)|= 2, 由引理 6,V(x ) ≥ 3, 矛盾 . 当

|N (x 1 )∩ A|= 3时 , 设 N (x 1 )∩ A= {z , z 1 , z 2 } ,

则 N ( A) ∩ { x1 } = { y , y1 , y2 }. 还由文献 [2 ]有

|N (x 1 )∩ V5 (G)|≥ 2,|N (x 2 )∩ V5 (G)|≥ 2, 不

妨设 z 1 , y1∈ V5 (G) . 若|N (x 1 )∩ V5 (G)|≥ 3或

|N ( x2 )∩ V5 (G)|≥ 3, 则 x∈ V5 (G) , 矛盾 . 于是

|N ( x1 )∩ V5 (G)|= 2,|N (x 2 )∩ V5 (G)|= 2,由

引理 6,V(x )≥ 3, 矛盾 .所以|A|≥ 2, 由断言有

|N ( x1 ) ∩ A|≥ 2. 于是 |N ( x1 ) ∩ A|= 2 =

|N ( x1 )∩ A|, 设 N (x 1 )∩ A = {z , z1 }. 取最小点

割 T 1 {x 1 , z1 } , 设 F1是 T1 -断片 .若 A T1 , 则

|A∩ T1|= |A|≥ 3, |A∩ T 1|≤ 1. 而|A|≥ 2,

不妨设 F1∩ A≠ , 则|N ( A )∩ F1|≥|A∩ T1|

≥ 3,于是|N ( A)∩ F1|≤ 1,进而有 A∩ F1 =  ,

所以 |F1|= |N ( A) ∩ F1|= 1,F1 = {x } , x ∈

V5 (G) , 矛盾 . 不妨设 F1∩ A≠ , 若|X 1|= |( A

∩ T1 )∪ (N ( A )∩ T1 )∪ ( N ( A)∩ F1 )|= 5, 则

N ( x1 )∩ ( F1∩ A )≠ , z∈ F1∩ A ,x ∈ X 1 . 若

F1∩ A = {z } , 则V(x )≥ 3,矛盾 . 若|F1∩ A|≥

2, 则 (X 1 - { x , x 1} ) ∪ {z }是 4点割 , 矛盾 . 所以

|X1|≥ 6, A∩ F1 =  . 若 A∩ F1≠ , 同理|( A

∩ T1 )∪ (N ( A )∩ T 1 )∪ (N ( A )∩ F1 )|≥ 6且 A

∩ F1 =  . 由 |A∩ T1|= |A|≥ 2, 有 |F1 ∩

N ( A )|≥|A∩ T1|+ 1≥ 3, |F1∩ N ( A )|≥|A

∩ T 1|+ 1≥ 3, 进而有|N ( A )|≥ 7, 矛盾 . 于是

A∩ F1 =  . 若|F1∩ N ( A )|≥ 2, 则|A∩ T1|

≥|F1∩ N ( A)|+ 1≥ 3. 于是 |A∩ T 1|≤ 1, A

∩ F1 =  , |A|= |A∩ T1|≤ 1, 与|A|≥ 2矛

盾 .所以|F1|= |F1∩ N ( A )|= 1, F1 = { x } ,x ∈

V5 (G) , 矛盾 .定理 1证明完毕 .
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