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摘要:根据 N带尺度函数的定义 ,给出 B样条函数也是 N 带尺度函数的性质 ,和当 N = 3时 2阶样条函数

h2 (x )的展开式 .
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Abstract: In this papers, w e giv e a property on B-spline function using definition of N -scaling

function, and give an Expansions of B-spline functionh2 (x ) of o rder 2 on N = 3 .
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　　 B样条函数有许多性质 ,比如具有紧支撑、支撑

中心是对称的等等 [1 ] .本文根据 N带尺度函数相关

定义 ,给出 B样条函数也是 N带尺度函数的性质 .

1　定义及引理

设 N > 1为整数 , Z为整数集 , L2 (R )为平方

可积的函数空间 .

定义 1
[ 2]

　设h( x ) ∈ L
2
(R ) ,如果能表示成

　　 h(x ) = N∑
k∈ Z

hkh(N x - k ) , ( 1)

则称h(x )为 N带尺度函数 ,这里 hk (k∈ Z )满足条

件∑
k∈ Z

|hk|2 <+ ∞ . 我们把 ( 1)式称为 N 尺度方

程 ,系数 {hk }称为尺度滤波器 .

若 h(x )支撑区间为 [0, L ] ,则 ( 1)式的右边是

有限和 ,其元素个数为 L (N - 1) + 1个 .

( 1)式两边作 Fourier变换得

h
^
(k) = H0 (

k
N

)h
^
(
k
N
) , ( 2)

这里

H0 (k) =
1

N
∑
k∈ Z

hk e
- ikk

. ( 3)

( 3)式称为h(x )的频率函数 .

定义 2
[1 ]

　一阶 B样条函数h1 (x )是单位区间

[0, 1]的特征函数 ,即

h1 ( x ) = i[ 0, 1]

=
1, x ∈0, [0, 1 ];x ∈/ [0, 1 ].

( 4)

而对于 m≥ 2时 ,hm ( x )用卷积递推关系定义为

hm (x ) = (hm- 1* h1 ) (x ) =∫
+ ∞

- ∞
hm- 1 ( x -

t )h1 ( t ) dt =∫
1

0
hm- 1 (x - t )dt . ( 5)

引理 1
[3 ]　设 n为正整数 ,则

( x1 + x2 + … + xt )
n
=

∑ n!
n1! n2! … nt!

x
n
11 x

n
22 … x

n
tt , ( 6)

其中
n!

n1! n2! … nt!
为多项式系数 ,而且 ( 6)式中的

求和号对所有满足 n1+ n2 + … + nt = n的非负整

数序列 n1 ,n2 ,… ,nt求和 .

2　主要结论

定理 1　设hm (x )为 m阶 B样条函数 ,则对于任

意 N > 1的整数 , hm (x )为 N带尺度函数 ,即hm ( x )

可以表示成

hm (x ) = N∑
k∈ Z

hkhm ( N x - k ) , ( 7)

而且 ( 7)式的右边为有限和 ,其中
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hk =
1

N N
m ∑

T
0
+ …+ T

N - 1
= m

m!
T0! T1! …TN - 1!

, ( 0≤

k≤ (N - 1)m ) . ( 8)

证明　对 h1 ( x )作 Fourier变换得

h
^
(k) =∫

1

0
e- ikx dx =

1 - e- ik

ik
= e

- ik
2

sin k
2

k
2

,

由 于 hm (x ) 是 h1 (x ) 的 m 卷 积 hm ( x ) =

(hm- 1* h1 ) (x ) = (h1* h1* …* h1

m

) ( x ) ,所以

h
^
(k) =

1 - e- ik

ik

m

= e
-
imk
2

sin
k
2

k
2

m

,

h
^
m (k) = 1 - e

- iNk

iNk

m

= e-
imNk

2

sin
Nk
2

Nk
2

m

.

令

H0 (k) =
h
^
m (Nk)

h
^
(k)

=

1 - e- iNk

iNk

m

1 - e
- ik

ik

m =

e
-
imNk

2

sin
Nk
2

Nk
2

m

e-
imk
2

sin
k
2

k
2

m = e
-
im (N - 1)k

2

sin
Nk
2

N sin k
2

m

=

e-
im (N - 1)k

2

N
m

e
iNk
2 - e-

iNk
2

e
ik
2 - e-

ik
2

m

=
1
N

m
1 - e- iNk

1 - e
- ik

m

=

1
N

m ( 1+ e- ik+ … + e- i( N - 1)k)m .

　　由引理 1得

( 1+ e- ik+ … + e- i( N - 1)k )m =

∑ m!
T0! T1! …TN - 1!

1
T
0 ( e

- ik
)
T
1 ( e

- i2k
)
T
2…

( e
- i (N - 1)k

)
T
N - 1 =

∑
( N - 1)m

k= 0
∑

T
0
+ T

1
+ …+ T

N- 1
= m　　　

T
1
+ 2T

2
+ …+ ( N - 1)T

N - 1
= k

m!
T0! T1! …TN - 1!

e- ikk,

所以

H0 (k) =

1
N

m ∑
( N - 1)m

k= 0
∑

T
0
+ T

1
+ …+ T

N - 1
= m　　　

T
1
+ 2T

2
+ …+ (N - 1)T

N- 1
= k

m!
T0! T1! … TN - 1! e

- ikk
,

H0 (
k
N
) =

1
N

m ∑
( N - 1)m

k= 0
∑

T
0
+ T

1
+ …+ T

N - 1
= m　　　

T
1
+ 2T

2
+ …+ (N - 1)T

N- 1
= k

m!
T0! T1! … TN - 1!

e- ik
k
N .

由 ( 2)式得

h
^
m (k) = H0 (

k
N

)h
^
m (

k
N
) =

1
N

m ∑
(N - 1)m

k= 0
∑

T
0
+ T

1
+ …+ T

N- 1
= m　　　

T
1
+ 2T

2
+ …+ ( N - 1)T

N - 1
= k

m!
T0! T1! …TN - 1!

 

e
- ik

k
Nh

^
m

k
N
. ( 9)

对 ( 9)式两边取 Fourier逆变换得

hm (x ) =

1
N

m ∑
(N - 1)m

k= 0
∑

T
0
+ T

1
+ …+ T

N- 1
= m　　　

T
1
+ 2T

2
+ …+ ( N - 1)T

N - 1
= k

m!
T0! T1! …TN - 1!

 

hm (N x - k ) = N  ∑
(N - 1)m

k= 0

1

N N
m

 

∑
T
0
+ T

1
+ …+ T

N- 1
= m　　　

T
1
+ 2T

2
+ …+ ( N - 1)T

N - 1
= k

m!
T0! T1! …TN - 1!

hm ( N x - k ) .

令

hk =
1

N N
m

 

∑
(N - 1)m

k= 0
∑

T
0
+ T

1
+ …+ T

N - 1
= m　　　

T1+ 2T2+ …+ (N - 1)TN- 1= k

m!
T0! T1! … TN - 1!

,

则hm (x ) = N ∑
(N - 1)m

k= 0

hkhm (N x - k ) ,即对于任意 N

> 1的整数 , hm (x )为 N带尺度函数 .

由 ( 8)式可以计算出

h0 =
1

3  32
,h1 =

2

3  32
,h2 =

3

3  32
,

h3 =
2

3  32
,h4 =

1

3  32
.

再由 ( 7)式得

h2 ( x ) = 3∑
4

k= 0
hkh2 (N x - k ) =

3 (
1

3  32
h2 ( 3x ) +

2

3  32
h2 ( 3x - 1) +

3

3  3
2
h2 ( 3x - 2) +

2

3  3
2
h2 ( 3x - 3) +

1

3  3
2
h2 ( 3x - 4) ) ,

这就是 N = 3时 , 2阶样条函数h2 (x )的表达式 .
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