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摘要:证明关于原点对称的凸多面体 P满足 U(P )≤
(n! )

1
n

n
V (P ) ,并且当且仅当 P为平行多面体时等号成立 .
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Abstract: An inequali ty U ( P )≤ (n! )
1
n

n
V ( P ) about convex polytopes has been proved in this

paper, and the equality hold up if and only if P is a parallelotope.
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　　设 P为 R
n中包含原点于其内点集的凸多面

体 , S
n - 1为 R

n中的单位球 , V为体积 voln的缩写 ,u1 ,

… ,uN为 P的外单位法向量 .记 h1 ,… ,hN分别为从

原点到 P的面 S1 ,… , SN 的距离 , a1 ,… , aN 分别为

相应于面 S
1
,… , SN 的面积 (即 n-1维体积 ) .易见

V ( P) =
1
n
∑

N

i= 1
aihi .定义 U ( P )n=

1
n
n ∑
u
i1

∧ …∧ u
in

≠ 0
hi

1
… hi

n

ai
1
… ai

n
,其中 ui

1
∧ … ∧ ui

n
= 0当且仅当向量 ui

1
,… ,

ui
n
线性无关 .本文证明文献 [ 1 ]中 , Erwin Lutwak,

Deane Yang和 Gaoyong Zhang提出的一个关于泛

函 V和 U的不等式 .

1　凸多面体的不等式

若 P为 R
n中的关于原点对称的凸多面体 ,此

时是否有

U( P )≥
(n! )

1
n

n
V ( P) ,

等号成立当且仅当 P为平行多面体 .

2　不等式的证明

引理 2. 1　若 P为 R
n
中的关于原点对称的凸

多面体 , 1≤k≤n- 1, 1≤ i1 , i2 ,… , ik≤N ,ui1∧ … ∧ uik

≠ 0,L= {ui
l
( 1≤ l≤k ) }

⊥
, PL= L∩ P ,则

k ∑
u
j
∧ u

i
1
∧ …∧ u

i
k
≠ 0

hjaj≥ (n- k ) ∑
u
j
∧ u

i
1
∧ …∧ u

i
k
= 0
hjaj ,

等式成立当且仅当 P= ∪
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

ik
= 0

co(PL∩ Sj ) .

证明　显然 dimPL= n- k.因为 P为 R
n中的关

于原点对称的凸多面体 ,故

1
k

∑
u
j
∧ u

i
1
∧ …∧ u

i
k
= 0

hjaj=

∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

ik
= 0

V [ co (PL∪ Sj ) ]≤ V (P )=
1
n
∑

N

j= 1
hjaj=

1
n
[ ∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

ik
= 0

hjaj+ ∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

ik
≠ 0

h jaj ] ,

从而有

k ∑
u
j
∧ u

i
1
∧ …∧ u

i
k
≠ 0

hjaj≥ (n- k ) ∑
u
j
∧ u

i
1
∧ …∧ u

i
k
= 0

hjaj .

所以等号成立当且仅当 P= ∪
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

ik
= 0

co ( PL ∪

Sj ) .

引理 2. 2　若 P为 R
n中的关于原点对称的凸

多面体 (n≥ 2) ,则

∑
u
i1

∧ …∧ u
in

≠ 0
hi

1
… hi

n
ai

1
… ai

n
≥

n!
n
n (∑

N

i= 1
aihi )n ,

等号成立当且仅当 P为平行多面体 .

证明　若 2≤ k≤n, 1≤ i1 , i2 ,… , ik≤N ,ui
1
∧ … ∧
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uik≠ 0,先关于 k用数学归纳法证明不等式

∑
u
i1

∧ …∧ u
ik

≠ 0
hi

1
… hi

k ai1… aik≥
n!

(n- k )! nk 

(∑
N

i= 1
aihi )

k
. ( 1)

若 k= 2, 1≤ j≤N ,由引理 2. 1,有

∑
N

i= 1
aihi = ∑

u
j
∧ u

i
≠ 0
hiai + ∑

u
j
∧ u

i
= 0
hiai ≤

n
n- 1

 

∑
u
j
∧ u

i
≠ 0
hiai ,

( ∑
N

i= 1
aihi ) 2 = ∑

N

i= 1
∑

N

j= 1
aiajhihj ≤ n

n- 1
 

∑
u
j
∧ u

i
≠ 0
aiajhih j ,

故当 k= 2时 , ( 1)式成立 .当 2≤ k= m < n时 , ( 1)式

成立 ,由引理 2. 1,有

(∑
N

i= 1
aihi )m+ 1≤

(n- m )! nm

n!
∑

N

i= 1
aihi 

∑
u
i1

∧ …∧ u
im

≠ 0
hi

1
… hi

m
ai

1
… ai

m
=

(n- m )! nm

n!
 

∑
uj∧ ui

1
∧ …∧ ui

m
≠ 0

h jhi1… him ajai1… aim+

∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

im
= 0, u

i 1
∧ …∧ u

im
≠ 0

hjhi
1

… hi
m
ajai

1
… ai

m
≤

(n- m )! nm

n!
( 1+

m
n- m

) ∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

im
≠ 0

h jhi
1
… hi

m
ajai

1
…

ai
m
≤

(n- m- 1)! nm+ 1

n!
 

∑
u
j
∧ u

i1
∧ …∧ u

im
≠ 0

hjhi
1
… hi

majai1… aim ,

即当 k= m+ 1时 , ( 1)式成立 .在 ( 1)式中设 k= n即

可以得出引理结论 .又由引理 2. 1,可以知道等式成

立当且仅当 P为平行多面体 .

定理 2. 1　若 P为 R
n中的关于原点对称的凸

多面体 ,则 U (P ) ≥
(n! )

1
n

n
V (P ) , 等式成立当且仅

当 P为平行多面体 .

证明　由引理 2. 2,有

U ( P) =
1
n
n ∑
u
i1

∧ …∧ u
in

≠ 0
hi1… hinai1… ain

1
n

≥

n!
n
n
 n

n ∑
N

i= 1
aihi

n

1
n

=
(n! )

1
n

n
V (P ) ,

等号成立当且仅当 P为平行多面体 .
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把 ( 8)式代入 ( 9)式中 ,考虑到 ( 1+ Uja
m- 1 ( tj ,x j ) )m

≤ ( 1+ Uja
m- 1 ( tj , xj ) )则可以推出

u ( t , x ) ≤ a
~( t ,x ) + a

~( t , x ) [exp(∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b(F,

s ) dFds ) - 1 ]+ a
~ ( t ,x ) ( 1+ U1a

m- 1
( t1 ,

x1 ) ) [exp(∫
t
2

t
0
∫

x
2

x
0

b (F, s )dFds ) - exp(∫
t
1

t
0
∫

x
1

x
0

b (F,

s ) dFds ) ]+ … + a
~ ( t , x )∏

k- 1

i= 1
( 1+ Uia

m- 1
( ti , xi ) ) ×

[exp(∫
t
k

t0
∫

x
k

x 0

b(F, s )dFds ) - exp(∫
t
k- 1

t0
∫

x
k- 1

x 0

b(F,

s ) dFds ) ]+ ∑
k

i= 1

Uia~m ( ti , xi )∏
i- 1

j= 1

( 1+ Uja
m- 1 ( tj ,x j ) )  

exp(∫
ti

t
0
∫

xi

x
0

b (F, s) dFds ) +∫
t

t
k
∫

x

x
k

b (F, s)  

u (F, s ) dFds = a
~ ( t ,x )∏

k

i= 1

( 1+ Uia
m- 1 ( ti , xi ) )  

exp(∫
t
k

t
0
∫

x
k

x
0

b (F, s) dFd s ) +

∫
t

t
k
∫

x

x
k

b(F, s )u(F, s ) dFds. ( 10)

类似于 ( 3)式的处理方法 ,由 ( 10)式可以得出结论 .
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