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摘要: 讨论加权 Hardy空间上复合算子的伴随算子的循环性质 ,给出 cv (C*h )在 H2 (U)中稠密的 2个充分条件

及 C*
h在 H2 (U)中循环的 1个充分条件 .
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Abstract: The cyclic behaveo r of adjoint operators of composition operato rs on the w eighted

Hardy space have been discussed in this paper, two sufficient conditions of dense of cv (C
*
h ) in

H
2
(U) and one suf ficient condition of cyclic of (C

*
h ) in H

2
(U) are giv en.
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　　设 D为复平面 C上以零点为圆心的单位圆盘 ,

H (D )为 D上的所有解析函数组成的空间 ,设 f

( z ) , g (z )∈ H (D ) , f ( z )=∑
∞

n= 0
f nz

n ,g (z )= ∑
∞

n= 0
gnz

n .

对固定的 k∈ N∪ { 0} ,令 f 
2
U= ∑

∞

n= 0
|f n|

2
U

2 (n ) ,〈f ,

g〉U= ∑
∞

n= 0
f n gnU

2 (n) ,此处U
2 (n)=

n!
(n= k )!

(n∈ N∪

{ 0} ) .设 H
2
(U)= { f∈ H (D ): f U <+ ∞ }.容易证

明   U为 H
2
(U)的范数并且使得 H

2
(U)成为

Hilbert空间 .我们称 H
2
(U)为加权 Hardy空间 .

Hardy空间和 Bergman空间均为加权 Hardy空间的

特例 .

设解析映射h: D→D ,复合算子 Ch为 Chf = f 

h, f∈ H (D ) .又设 B为复可分无穷维 Banach空

间 , T为 B上的线性算子 .对于 x∈ B , x在 T作用

下的轨道集为 Orb( T , x )= {x , Tx , T2
x ,… , }. T称

为循环的 ,若有向量 x∈ B (称为循环向量 )满足 Orb

( T , x )的闭线性包为 B ,即 span [Orb( T ,x ) ]= B.由

T的所有循环向量组成之集记为 cv ( T ) . T称为超

循环的 ,若有向量 x∈ B (称为超循环向量 )满足 Orb

( T , x )的闭包为 B ,即 Orb( T, x )= B .本文讨论加权

Hardy空间上的复合算子的伴随算子的循环性质 ,

将文献 [1 ]的结论推广到加权 Hardy空间 ,并补充

了几种特殊情况下的结论 .文中所有的记号均参考

文献 [1 ].

1　几个引理

引理 1. 1　 H
2 (U)中的再生核为

Kk (z )= ∑
∞

n= 0

k-n (n+ k )! zn

n!
=

k!
( 1- k-z )

k+ 1 .

引理 1. 2　对 k∈ N ,有

1
2c∫

1

0
dTk∫

T
k

0
dTk- 1…∫

T2

0
dT1  

∫
2c

0
|f ( T1e

iθ
)|

2
dθ≤ f 

2
U,

　　 f 2
U≤ 2

k

2c∫
1

0
dTk∫

T
k

0
dTk- 1…∫

T2

0
dT1  

∫
2c

0
|f ( T 1e

iθ)|2dθ.
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证明　设 f (z ) = ∑
∞

n= 0

f nz
n , 则

1
2c∫

1

0
dTk∫

T
k

0
dTk- 1…∫

T2

0
dT1  

∫
2c

0
|f ( T1e

iθ)|2dθ=∫
1

0
dTk∫

T
k

0
dTk- 1…

∫
T2

0∑
∞

n= 0

|f n|2
T

2n
1 dT1 =

∑
∞

n= 0

| f n|2 1
( 2n+ 1) ( 2n+ 2)… ( 2n+ k )

.

再由

 f 
2
U=∑

∞

n= 0
|f n|

2 1
(n+ 1) (n+ 2)… (n+ k )

,

即可以得出结论 .

由引理 1. 2,按文献 [2 ]中定理 10. 3. 2的证明过

程 ,有

引理 1. 3　若h为 D上的解析自映射 ,则 Ch为

H
2
U上的有界算子 .

2　主要结论

为了书写方便 ,对于解析自映射 h: D→ D ,记

hp (z ) = h … h

p

(z ) , p≥ 1.

定理 2. 1　 若h: D→D为解析自映射 , 则

( 1)C
*
h 不是超循环的 .

　　 ( 2)若 a为h的 Denjoy-Wolff点 ,则满足: ( i )h

非椭圆型自同构且 a∈ D ,h′(a) ≠ 0,或者 ( ii )h为

椭圆型自同构且不存在 n∈ N满足hn (z )= z , z∈ D ,

那么 cv ( C
*
h )在 H

2
(U)中稠密 .

( 3)当 a∈ D ,h′(a) = 0, h(z ) a, z∈ D时 ,C
*
h

在 H
2 (U)中循环 .

( 4)满足下列条件之一时 ,C
*
h在 H

2 (U)中非循

环 . 1)存在 n∈ N满足 hn (z )= z , z∈ D; 2)a∈  D ,h′

(a) < 1; 3)存在 D上的解析自映射e,使得H h=

e h,其中 H(z ) = [ ( 1± 2i)z - 1 ] [z - 1± 2i ]
- 1
; 4)h

为内函数 ,h不是自同构 ,a∈  D.

证明　由引理 1. 3知 Ch为 H
2
(U)上的有界线

性算子 ,从而 C
*
h 存在并且是 H

2 (U)上的有界线性

算子 .注意 Hardy空间中的元均为 H
2
(U)中的元 ,故

文献 [3 ]中有关 Hardy空间中复合算子点谱的结论

在 H
2
(U)中也成立 .

( 1)因为 Ch1 = 1,所以 C
*
h非超循环 [4 ] .

( 2) 若 ( i) 成立 . 设 f (z ) = ∑
∞

n= 0

f nz
n , f ∈

H
2 (U) .对 p≥ 1, Kk(z )的 p阶导数为

K
( p )
k (z ) =

(k+ p )!k-
p

( 1 - k-z )
k+ p+ 1 =

k-p ( p+ k )!∑
∞

n= 0

n+ p+ k

p + k
k-nzn .

因为

 K
(p )
a  2

U=∑
∞

n= 0

(n+ k+ p )! 2|a|2( p+ n)

n! (n+ k )!
≤

|a|
2p∑

∞

n= 0

(n+ k+ p)!
(n+ k )!

 
(n+ 2k+ 2p )!
(n+ k+ p )!

|a|
2n
≤

|a|
2p - 2k∑

∞

n= 0

(n+ k+ 2p)!
n! |a|

2n
=

|a|
2p - 2k

[
1

1- z
]
(k+ 2p )

z= |a|2
<∞ ,

故 K
(p )
w ∈ H

2 (U) .又由于

〈f ,Kk
( p )〉U= ∑

∞

n= 0
f nkn + p (n+ p+ k )!

(n+ k ) !
=

k
p∑
∞

n= 0
f nk

n (n+ p+ k )!
(n+ k )!

=

kp- k∑
∞

n= 0
f n (zn+ p+ k ) ( p ) z=k=

k
p- k

[z
p+ k

f (z ) ]
( p)

z=k=

k
p- k∑

∞

q= 0

p

q
f

(p - q)
(z ) (z

p+ k
)
(q )

z=k
=

k
p- k∑

p

q= 0

p

q
f

(p - q) (k) (p+ k )!
( p+ k - q)!k

p+ k- q=

k
p- k∑

p

q= 0

p

q
f

(q)
(k)

( p+ k )!
(q+ k )!

k
q+ k

.

〈f ,K ( p )
a 〉U = 0当且仅当 f

( p) (a) = 0 ( p≥ 0) ,即

当且仅当 f (z ) ≡ 0 . 此时 span{K ( p)
a , p≥ 0} =

H
2
(U) .那么存在 cp , t及 dp , t , t = 0, 1, 2,… , p,此处

cp, p = 1, dp , p = [h′(a) ]p ,满足

[ f (h(z ) ) ]( p) z= a=∑
p

t= 0
cp, t f

(t )
(a ) [h′(a) ]

t
,

∑
p

t= q

( t+ k )! t!
(q+ k )! q! ( t- q)! a

q
dp , t=

∑
p

t= q

(p+ k )! p!
( t+ k )! t! ( p- t )!

[h′(a) ]qapct ,q .

此时还有

〈f , C
*
hK

( p)
a 〉U= 〈f h, K

(p )
a 〉U= a

p - k∑
p

q= 0

p

q
 

[ f (h(z ) ) ](q)
( p+ k )!
(q+ k )!

a
q+ k

z= a
= a

p- k∑
p

q= 0

p

q
 

∑
q

t= 0
cq, t f

(t ) (a ) [h′(a) ]
t (p+ k )!
( q+ k)! a

q+ k= a
p - k∑

p

t= 0
f

(t ) (a)

∑
p

q= t

p

q
cq , t [h′(a) ]t

( p+ k )!
(q+ k )!

a
q+ k= a

p- k∑
p

q= 0
f
( q) (a) 
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∑
p

t= q

p

t
ct, q [h′(a) ]

q ( p+ k )!
( t+ k )! a

t+ k
=∑

p

q= 0
f

(q)
(a) 

∑
p

t= q
dp , t

t

q
( t+ k )!
( q+ k)!

a
q+ t

=∑
p

t= 0
dp , ta

t- k
 

∑
t

q= 0

t

q
f
q (a)

( t+ k )!
( q+ k)!

a
q+ k= ∑

p

t= 0
dp, t〈f , K (t )

a 〉U=

〈f ,∑
p

t= 0
d
-
p , tK

( t)
a 〉U ,

故 C
*
hK a

( p ) (z )=∑
p

t= 0
d
-
p , t K

(t )
a (z ) .

设 R= (rp , q )为无穷下三角距阵 ,此处当 p < q

时 rp, q = 0,当 p≥ q时 rp ,q = d
-
p ,q .则 [h′(a) ]

n
(n≥ 0)

为 R
Σ
的特征值 .事实上 ,存在 ln = ( ln, 0 , ln , 1 ,… , ln ,n ,

0,… ) , ln ,n = 1满足 R
Σ
ln
Σ
= [h′(a) ]

n
ln
Σ
.设 Sn (z ) =

∑
n

p= 0
ln, pK

(p )
a (z ) ,则

C
*
h Sn (z )=∑

n

p= 0
ln, pC

*
h K

(p )
a (z )=∑

n

p= 0
ln , p∑

p

t= 0
d
-
p , t 

K
(t )
a (z )= ∑

n

t= 0
(∑

n

p= t
d
-
p , t ln, p ) K

(t )
a (z )= [h′(a) ]

n 

∑
n

t= 0
ln, tK

(t )
a (z )= [h′(a) ]

n
Sn (z ) .

由文献 [ 1 ]中引理 3. 1,对 p≠ q,有 [h′(a) ]
p≠

[h′(a) ]q ,故 Sn∈ H
2 (U) .

C
*
h

Sn
 Sn 

= [h′(a ) ]n
Sn

 Sn 
,

从而 span{Sn ,n≥ 0}= span{K
( n)
a ,n≥ 0}= H

2
(U) .注

意 K= { [h′(a) ]n ,n≥ 0}为复平面 C上不包含内点

且不分割平面的紧集 .又由文献 [1 ]中引理 3. 6和引

里 3. 7知道 { [h′(a) ]
n ,n≥ 0}为 SS序列 ,再由文献

[1]中引理 3. 9知道 cv( C
*
h )在 H

2 (U)中稠密 .

若h是非椭圆型自同构 ,a= 0,h′( 0)≠ 0.设 b∈

D /{ 0}且j(z )= j
- 1

(z )=
b- z
1- b

-
z
,O( z )= j

- 1
 h j

(z ) ,则O(z )为 D的解析自映射 ,但非 D上的椭圆型

自同构 .因为

j′(z )= [j
- 1

(z ) ]′=
|b|

2
- 1

( 1- b
-
z )

2 ,O(b) , = j
- 1
 h 

j(b)= b,

O′(b)= [j
- 1

(b) ]′h′( 0)j′(b)≠ 0.

由 ( 2)知 cv ( C
*
O )在 H

2 (U)中稠密 .再由文献 [1 ]中

引理 3. 2可以得出 cv (C
*
h )在 H

2 (U)中稠密 .

若 ( ii)成立 .由文献 [3]知道存在 D中的自同构

j,V对所有 p≥ 1满足 h= j
- 1
 V j.此处 V( z )=

λz ,λ∈ C ,|λ|= 1,λp≠ 1.若 _ (z )= λ-z , f , g∈ H
2 (U) ,

则

〈C
*
V f ,g〉U= 〈 f ,CVg〉U= 〈C_ f , g〉U.

故 C
*
V = C_ ,C_ z

n= λ-
n
z
n且 span{z

p , p≥ 0}= H
2 (U) .设

K= co{λ-
n , n≥ 0} ,则由文献 [1]中引理 3. 6、 3. 8知道

{λ-
n , n≥ 0}为 SS序列 .由文献 [1]中引理 3. 9知道 cv

( C_ )= cv (C
*
V )在 H

2
(U)中稠密 .故再由文献 [1 ]中

引理 3. 2有 cv (C
*
h )在 H

2
(U)中稠密 .

( 3)若 a∈ D ,h′(a)= 0且h(z ) a (z∈ D) , 则存

在 b∈ D ,对所有 n≥ 1,有hn (b )≠a.设 f∈ H
2 (U)垂

直于 { (Ch
* )nKb ,n≥ 0}.则对所有的 n≥ 1,有

0= 〈f , (C
*
h )nKb〉U= 〈f , Khn (b )〉U= f [hn (b ) ].

因为 f 在 D上解析 , lim
k→∞
hk (b )= a, f (z )≡ 0(z∈ D ) ,

故 Kb为 C
*
h循环向量 .

( 4)若存在 n∈ N ,满足hn (z ) = z (z∈ D ) ,则

{ (Ch
*
)
p
,p≥ 1} {C

*
h
p , p≥ 1} = {Chp

*
, 1≤ p≤

n} ,故 Ch
* 非循环 .

若 a∈  D, 0 <h′(a ) < 1,那么或者存在 D上的

解析自映射e,使得H h= e h,其中H(z ) = [ ( 1±

2i)z - 1] [z - 1± 2i ]- 1;或者h为内函数 ,h不是自

同构 ,a∈  D ,则 Ch有一个具有无穷重特征向量的

特征值 [ 3] . 由文献 [1 ]中引理 3. 3,C*h在 H
2 (U)中非

循环 .

注 若h(z )≡ b∈ D (z∈ D ) .设 f , g∈ H
2 (U) ,

则对任意 n∈ N ,有

〈f , (C
*
h )

n
g〉U = 〈(Ch)

n
f , g〉U = 〈Chf ,g〉U =

〈f ,C
*
h g〉U,故 (Ch)

n
= C

*
h .

即此情形为上述情形的特例 .
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