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Hilbert k-cube的一个新上界*

A New Upper Bound for Hilbert k-cube

杨仕椿

YANG Shi-chun

(阿坝师范高等专科学校数学系 ,四川汶川　 623000)

( Department of Mathematics, ABa 's Teachers College, Wenchuan, Sichuan, 623000, China)

摘要:给出 Hk (n)的一个新上界 ,并证明 Hk (n ) <n1- 1/2k- 1
+ n1- 1/2k- 2

,其中 Hk (n)为数集 { 1, 2,… ,n }中不含有

Hilber t k-cube集合的最大基数 .
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Abstract: A new upper bound of Hk (n) is given and proved that Hk (n ) < n
1- 1 /2k- 1

+ n
1- 1 /2k- 2

,

Hk (n) denotes the largest size of subset { 1, 2,… ,n } not containing a Hilbert k-cube.
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　　设 a1 , a2 ,… ,ak 为正整数 ,a0为非零整数 ,若集

合 H的所有元素都可以表示为

　　 H= {a0+ ∑
k

i= 0
Xiai Xi∈ { 0, 1} } ,

则称 H为 Hilbert k-cube. Hilbert k-cube与 Sidon序

列、Bh [g ]序列等有密切联系 .数学家 D. Hilbert, P.

Erdo　　　¨ s等对其进行过深入细致的研究 [1, 2 ] .在文献

[1]中 , D. Hilbert首先证明:如果所有整数能够着色

成有限多类颜色 ,则至少有一类颜色数包含 Hilbert

k-cube. E. Szemeré di[3 ]证明反映 Hilbert k-cube密度

的 Szemeré di cube引理:设整数 k≥ 2, 如果数集 S 

{ 1, 2,… , n}满足|S|≥ ( 4n )
1- 1 /2k- 1

,则 S中必定包

含一个 Hilbert k-cube.不少学者对不含有 Hilbert k-

cube的最大整数集合也进行过一定的研究 .令 Hk

(n)为数集 { 1, 2,… ,n }中不含有 Hilbert k-cube的集

合的最大基数 . P. Erdo　　 ¨ s, P. Turá n等
[ 2]证明 H2 ( n)

< n
1
2+ n

1
4+ 1, 随后 , B. Lindstro　　　 　　 ¨ m

[4, 5 ]
给出一个更

简洁的证明方法 .对于一般的整数 k≥ 3, D. S.

Gunders on和 V. Ro　 ¨ dl[6 ]证明

Hk (n ) < 21- 1 /2
k- 1

( n + 1) 2- 1 /2
k- 2

. ( 1)

最近 , C. Sá ndon[7 ]利用文献 [4 ]中的方法 ,改进

了 Hk (n)的上界 ,证明

Hk (n)≤n
1- 1 /2k- 1

+ 2n
1- 1 /2k- 2

. ( 2)

本文在文献 [4, 7 ]的基础上 ,进一步改进以上结

果 , 得到 Hk (n)的新上界 .

1　几个引理

引理 1　当 k= 2时 ,有 H2 (n)≤n
1
2+ n

1
4+ 1.

证明　参考文献 [2, 4]中的方法来证明 .

设整数序列 1≤a1 < a2 <… < as≤n不包含任意

的 Hilbert k-cube, r= Hk - 1(n) , K= ∑
1≤ i- j≤ r

ai- aj .

　　引理 2　当整数 k≥ 3时 ,有

1
2r

( (s-
1
2
(r+ 1) ) 2 -

1
4
)≤ K≤

1
2 nr

(r+ 1) -

1
6 r (r+ 1) (r+ 2) . ( 3)
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以得到

K≤ ∑
1≤ u≤ r , 1≤ t≤ u

(n- t )=
1
2
nr (r+ 1) -

1
6
r (r+ 1)

(r+ 2) . ( 6)

由 ( 4)式和 ( 6)式即可得到 ( 3)式 ,引理 2证明完毕 .

引理 3　设 k≥ 3, 对任意整数 n≥ 1,有

Hk (n )≤

( Hk- 1 (n)+ 1) (n-
1
3 ( Hk- 1 (n)+ 2) )+

1
4 +

1
2
( Hk- 1 (n)+ 1) . ( 7)

　　证明　由 ( 3)式有 (s-
1
2 (r+ 1) )

2
-

1
4≤n (r+

1 ) -
1
3

( r + 1 ) ( r + 2 ) , 则 s ≤

(r+ 1) (n-
1
3
(r+ 2) )+

1
4
+

1
2
(r+ 1) .令 s= Hk

(n) , r= Hk- 1 (n) ,即可以得到 ( 7)式 .

2　主要结论

定理　设整数 k≥ 3, 则

( i)当 k= 3时 , 有

H3 (n) <n
3
4+ n

1
2+

29
24
n

1
4+ 1. ( 8)

( ii)当 k≥ 4时 , 有

Hk (n ) <n
1- 1 /2k- 1

+ n
1- 1 /2k- 2

. ( 9)

证明　当 n≤ 22
k- 1

时 , 有 Hk (n)≤n < n
1- 1 /2k- 1

+

n
1- 1 /2

k- 2

,容易验证 ( 8)式和 ( 9)式成立 .因此以下设 n

> 22
k- 1

.

由引理 1,有 H2 (n )≤n
1
2+ n

1
4+ 1,则当 k= 3时 ,

n> 16.由引理 3可以得到

　　 H3 (n)≤

(n
1
2+ n

1
4+ 2) (n- 1

3
(n

1
2+ n

1
4+ 3) )+ 1

4
+

1
2
(n

1
2+ n

1
4+ 2) <

n
3
2+ n

5
4+

5
3
n-

2
3
n

3
4 - 2n

1
2+

1
2
(n

1
2+ n

1
4+ 2) < n

3
4+ 1

2 n
1
2+ 17

24n
1
4+

1
2
(n

1
2+ n

1
4+ 2)= n

3
4+ n

1
2+

29
24
n

1
4+ 1.

当 k= 4时 ,n> 256,有

　　 H4 (n)≤

(n
3
4+ n

1
2+

29
24

n
1
4+ 2) (n-

1
3
(n

3
4+ n

1
2+

29
24

n
1
4+ 3) )+

1
4
+

1
2
(n

3
4+ n

1
2 +

29
24

n
1
4+ 1) < n

7
4+

2
3
n

3
2+

13
24

n
5
4 +

1
2
(n

3
4+ n

1
2 +

29
24

n
1
4+ 1) < n

7
8+

1
3
n
5
8+ n

3
8 +

1
2
(n

3
4+ n

1
2 +

29
24

n
1
4+ 1) < n

7
8+ n

3
4 .

假设当 k= l时 ( 9)式成立 ,即 Hl ( n) < n
1- 1 /2l- 1

+ n
1- 1 /2l- 2

, l≥ 4,n> 256,则当 k= l+ 1时 ,有

　　 Hl+ 1( n)≤

(n1- 1 /2
l- 1

+ n1- 1 /2
l- 2

+ 1) ( n-
1
3
( n1- 1/2

l- 1
+ n1- 1/2

l- 2
+ 2) )+

1
4
+

1
2

(n1- 1/2l- 1
+ n1- 1/2l- 2

+ 1) <

(n2- 1 /2l- 1+
2
3
n2- 1 /2l- 2-

2
3
n2- 3/2l- 1+

1
2

(n1- 1/2l- 1+

n1- 1 /2l- 2
+ 1) .

注意到 n
2- 1 /2

l- 2

< n
1- 1 /2

l

 n1- 1 /2
l - 1

, 则

Hl+ 1 (n ) < n
1- 1 /2l

+
1
3
n
1- 1 /2l- 1

+
1
2
( n

1- 1 /2l- 1

+

n
1- 1 /2l- 2

+ 1) < n
1- 1 /2l+ n

1- 1 /2l- 1

.

综上所述 ,定理成立 .

注　计算发现 ,文献 [7]中的表达式 H3 (n) < n
3
4

+ n
1
2+

9
8
n

1
4+ 1有误 ,实际上应该为 H3 (n ) < n

3
4+

n
1
2+

11
8 n

1
4+ 1.

猜想　当 k≥ 3时 ,有 Hk (n)≤n
1- 1 /2

k- 1

.
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