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摘要:利用解析方法研究 U ( 1)= 1,U (n) = ∏
p|n

p和 V ( 1) = 1, V ( pT) = pT- 1, V ( pT1
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… pTs
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s
)两个数论函数与除数函数eT(n )的混合均值分布性质 ,得出 3个较为精确的渐近公式 .
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Abstract: Two new ari thmetical functions are introduced, and three sharped asymptotic fo rmular
about this two new arithmetical functions and diviso r function are giv en by using the analy tic

methods.

Key words: ari thmetical function, hybrid mean value, asymptotic formula

　　数论中算术函数的均值估计问题在解析数论研

究中占有十分重要的位置 ,许多著名的数论难题都

与之密切相关 .在这一领域取得任何实质性研究进

展都必将对解析数论的发展起到重要的推动作用 .

对于给定的自然数 n,

U( 1)= 1,U (n)=∏
p|n

p, ( 1)

其中∏
p|n
表示对 n的所有素数求积 ;

V ( 1) = 1, V ( pT) = p
T- 1, V ( p

T
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1 p
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2 … p

T
s
s ) =

V ( p
T
1
1 ) V (p

T
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2 )… V ( p

T
s
s ) , ( 2)

其中 p
T
1
1 p

T
2
2… p

T
s
s为 n的标准分解式 ,易知 , U (n )与

V (n)是可积的 ,但是却不是完全可积的 .关于 ( 1)式

与 ( 2)式两个数论函数 ,文献 [1 ]研究了 U ( n)与

V (n)的均值分布性质 ;文献 [2 ]研究 Smarandache

幂函数 SP (n)的均值分布性质 ,指出当 n= p
T
1
1 p

T
2
2…

p
T
s
s时 , SP (n )= U (n) ,并给出关于 SP (n)的几个渐近

公式 .

关于 ( 1)式和 ( 2)式两个数论函数与其它数论函

数的混合均值的研究 ,目前还没有相关报道 .本文利

用解析的方法 ,研究除数函数eT(n)与 U (n) , V (n)的

混合均值及其相关的渐近公式 .

1　相关定义及引理

　　定义 1
[3 ]

　对于实数或复数 T以及任意自然数

n≥ 1,规定 eT (n)= ∑
d|n

d
T
为 n的约数的 T次方幂的

和 .这样定义的eT(n)称为除数函数 ,而且是积性的 .

定义 2
[3 ]　定义 Y( s )=∑

∞

n= 1

1
n
s和 Y(s )= ∏

p
( 1-

1
p
s )
- 1两个恒等式 ,其中 n≥ 1为任意自然数 ,∑

∞

n= 1
表

示对所有的自然数 n求和 ; p为任意素数 ,∏
p|n
表示

对 n的所有素数求积 . 这样定义的 Y(s )称为

Riemann-zeta函数 .

　　引理 1
[4 ]

　设 A (s )= ∑
∞

n= 1
a(n )n

- s
,ea <+ ∞ ;再

设存在递增函数 H (u)及函数 B (u)使得|a (n )|≤ H

(n) ,n= 1, 2, 3,… ,∑
∞

n= 1
|a( n)|n

-e≤B (e) ,e> ea .则
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对任意的 s0= e0+ it 0及 b0> ea ,当 b0≥b> 0,b0≥e0+

b> ea , T≥ 1及 x≥ 1时 ,有

( i) x≠正整数时 ,

∑
n≤ x
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0 H ( 2x ) min( 1, logx
T
) ) +
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x
T x 

) ) ,

其中 N是离 x最近的整数 (x为半奇数时 ,取 N= x

-
1
2
) ,  x = |N - x|;

( ii)x= 正整数 N时 ,

∑
n≤ x

a(n)ns0 + 1
2
a(N ) N - s
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1
2πi∫
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N
s
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N
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T
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T
) ) ,

其中 O常数仅和ea ,b0有关 .

2　主要结论

　　定理 1　对任意实数 x≥ 1,有

∑
n≤ x

eT(U (n) )=
6Y(T+ 1)
π
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x
T+ 1
+ O( x

T+ 1
2
+ X
) .

证明　对任意复数 s ( Res> 2) ,设 f ( s ) =

∑
∞
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n
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,

其中 Y(s )在 s= 1处有一阶极点 ,留数为 1.由于

|eT(n)|≤n
T, ∑

∞

n= 1

eT(U (n) )
n
e ≤

1
(e- 1)T,e

> 1,T> 0,

由 Perron公式
[4 ] ,有
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其中 N是离 x最近的整数 ,且 x = |x- N|,令 s0

= 0, b = T+ 2, T = x
T+ 3

2 , H ( x ) = x
T
, B (e) =

1
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T,这时有
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平移 ( 3)式中的积分限至 Re(s ) = T+
1
2
, 这时函数
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s

s
在 s = T+ 1处有 一阶极 点 , 且
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从而可得

∑
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　　定理 1证明完毕 .

　　定理 2　 对任意实数 x≤ 1,有

∑
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eT(n)U (n)=

Y(T+ 2)
(T+ 2) x

T+ 2∏
p
1- p

T
+ p+ 1

p
T+ 1
(p+ 1)

+ O (x
T+ 3

2
+ X) .

　　证明　对任意复数 s ( Res> 3) ,设

f 1 (s )=∑
∞
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n
s .

由 Euler公式
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,

而 f 1 (s )
x
s

s
在 s= T+ 2处有一阶极点 ,留数为
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Ress=T+ 2
Y(s)Y(s-T)Y(s- T- 1)

Y( 2(s-T- 1) )
 

∏
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由定理 1的方法可得

∑
n≤ x
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　　定理 2得以证明 .

　　定理 3　对任意实数 x≥ 1,有

∑
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　　证明　对任意复数 s ( Res> 3) ,设 f 2 ( s ) =
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而 f 2 (s )
x
s

s
在 s= T+ 2处有一阶极点 ,留数为
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由此可得

∑
n≤ x

eT(n)V (n )=
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　　定理 3得以证明 .
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银河系发现最暗恒星

　　美国科学家最近在银河系中发现了两颗迄今亮度最暗的恒星 ,这两颗恒星的亮度仅相当于太阳亮度的

百万分之一。

科学家们曾经认为 ,这对昏暗的“灯泡”仅仅是一颗单一的褐矮星。现在利用美国宇航局的“斯皮策”红外

线太空望远镜观测到这种褐矮星后 ,发现该物体表面大气层的温度介于华氏 560～ 680度 ,比木星高出好几百

度 ,却又比恒星冷得多。为了计算出该恒星的亮度 ,科学家首先确定其与地球的距离 ,经过 3年的精确测量 ,测

出它的位置为“ 2M 0939” ,距离“唧筒座”大约 17光年 ,是距离地球最近的五颗褐矮星之一。这一测量数据也

可以作为其低温和光线极其暗淡的解释。但令人费解的是 ,根据其温度推测 ,“ 2M 0939”的亮度却又比一般

褐矮星预想的亮度高出一倍。科学家们认为 ,该恒星肯定比其他褐矮星表面积也大一倍。换句话说 ,它是“双

子星” ,每个星体负责一半的亮度 ,每个星体质量都是木星质量的 30～ 40倍 ,所以它们的亮度仅是太阳亮度的

百万分之一。

(据科学网 )
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