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摘要:利用移接变形的方法研究单圈图及其全图的谱半径 ,给出这 2类图的谱半径达到上下界的极图 .
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Abstract: Using the method of g raf t transfo rmation, this paper discussed the spect ral radius of
unicyclic g raphs and thei r total g raphs, meanwhile, the ex treme g raphs w hich reach the upper

( lower) bounds w ere giv en respectiv ely.
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　　全图是八类变换图中的一类 .近年来 ,不少学者

陆续对八类变换图进行研究 ,取得了一系列的成果 .

比如:文献 [1, 2]刻画各类变换图的连通性和直径等

性质 .文献 [3 ]研究变换图的正则性 ,谱半径并给出

树的全图的谱半径上界 .文献 [4]研究图的移接变形

对它的谱半径大小影响 .之后很多针对谱半径及其

上下界的研究都应用了文献 [4 ]的结果 .本文通过移

接变形的方法研究单圈图及其全图的谱半径 ,给出

这两类图的谱半径达到上下界的极图 .

1　预备知识

本文研究的图都是简单连通无向图 .设图 G的

邻接矩阵为 A= A (G) = (aij )n× n ,称 det(λI- A )为图

G的特征多项式 ,记为 P (G)或 P(G;λ) ,它的特征值

λ1 ,λ2 ,… ,λn均为实数 ,不妨将其由大到小排列为 λ1≥

λ2≥…≥λn ,称 λ1 (G)为图 G的邻接谱半径 ,记为

d(G) .当图 G连通时 , A(G)是一个非负不可约矩阵 .

由文献 [5]可知d(G)为单根 ,并且存在一个单位正特

征向量 x= (x 1 , x 2 ,… , xn )
T
与d(G)相对应 ,即 xi>

0, A(G) x= d(G) x ,其中 x 1对应于顶点 vi ( i= 1, 2,… ,

n) ,称 x为 A (G)的 Perron向量 ,简称为 G的 Perron

向量 .

定义 1. 1　单圈图是指边数等于顶点数的简单

连通图 .记 Un为所有阶数为 n(n≥ 3)的单圈图之集 ,

S
3
n为星图 K 1, n- 1的两个一度点上加一条边所得到的

图 ,Cn为 n个顶点的圈 .

定义 1. 2　图 G的全图 T = T (G ) (也记为

G
+ + + )构造如下: V ( T (G) ) = V (G)∪ E (G) , E ( T

( G) )= E(G)∪ { (u ,e) /u∈ V (G) ,e∈ E(G) , u～ e}∪

{ (e1 ,e2 ) /e1 ,e2∈ E (G) ,e1～ e2 }.

设 Un表示 n个顶点的单圈图的集合 ,U∈ Un且

n≥ 3.令 e= uv为单圈图 U中的一条非悬挂边 ,且 e

要么是割边 ,要么属于 Ci ( i≥ 4) .将 U作变换:

( 1)收缩边 e= uv (即将 U中点 u和点 v合并为

一点 ) .

( 2)在合并后的点 u (v )处增加一条悬挂边 .

过程 ( 1)和 ( 2)叫做单圈图 U的移接变形 ,显然

单圈图 U经过移接变形后所得到的图仍为单圈图 .

引理 1. 1[4 ]　设 u,v是 n阶连通图 G的 2个顶
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点 ,v1 ,v2 ,… ,vs∈ NG ( v ) /NG (u ) , 1≤ s≤ dv , x= ( x 1 ,

x2 ,… , xn )
T
是图 G的 Perron向量 ,这里分量 xi对应

于顶点 vi ( 1≤ i≤n ) .而 G
* 是在图 G中删去边 (v ,vi )

并添上边 (u ,vi ) ( 1≤ i≤ s )所得到的图 .如果 xu≥ xv ,

那么d(G) <d(G
*
) .

命题 1. 1　对任意 n阶连通单圈图 U∈ Un ,有

d(U ) <d(U
1 ) ,其中 U

1表示将 U中的一条非悬挂边

e经过一次移接变形所得到的单圈图 .

证明　 ( 1)当 e为 U中的一条非悬挂割边时 ,令

e= uv ,比较非悬挂割边 e= uv的两个端点 u和 v相

应的 Perron分量 xu和 xv .不妨设 xu≥ xv ,显然 NU (v )

- {u }≠○ .设 NU (v ) - {u}= {v ,v2 ,… , vs } NU (v ) /

NU (u) ,则将 U中的边 vvi替换为 uvi ( 1≤ i≤ s ) ,记变

形后的图为 U
*
,由引理 1. 1知d(U ) <d(U

*
) .比较

图 U
* 和图 U

1 ,容易知道图 U
* 与图 U

1同构 ,所以

d(U ) <d(U1 ) .

( 2)当 e∈ Ci U ( i≥ 4)时 ,同理可以证明结论成

立 ,所以命题成立 .

命题 1. 2　对于单圈图 U→U0 (图 1) ,有d(U ) <

d(U0 ) .

证明　比较点 u1和点 u2的相应的 Perron分量

xu1 ,xu 2 ,不妨设 xu1≥ xu2 ,显然 NU (u2 ) /NU ( u1 )≠○ .

设 {u21 , u22 ,… , u2s } NU (u2 ) /NU ( u1 ) ,将 U中的边

u2u2i替换为边 u1u2i ( 1≤ i≤ s ) ,记变形后的图为 U
1
* ,

由引理 1. 1知 d(U ) <d(U
1
* ) .比较图 U0和图 U

1
* ,容

易知道图 U0与图 U
1
* 同构 ,所以d(U ) <d(U0 ) .

图 1　U中边的替换

Fig. 1　 Replace the bo rder of U

对于 Un中的任意单圈图 U,可以不断重复前述

单圈图的移接变形过程以及命题 1. 2中的移接变形

过程 ,从而使其非悬挂边不断减少 ,最终成为图 S
3
n ,

而在此过程中单圈图的谱半径不断严格递增 .

定理 1. 1
[6 ]
　对任意 n阶连通单圈图 U∈ Un ,有

d(Cn )≤d(U)≤d( S
3
n ) ,左边等式成立 ,当且仅当 U 

Cn ,右边等式成立 ,当且仅当 U S
3
n .

引理 1. 2[7 ]　设 G是一连通图 , G′是 G的真子

图 ,则d(G′) <d(G) .

引理 1. 3[1 ]　对于任意给定的图 G,则有图

G
+ + + 连通当且仅当 G连通 .

引理 1. 4[ 3]　设 n≥ 3,则对 Tn中的任意一棵树

T ,必有d( T
+ + + )≤d( K

+ + +
1,n - 1 ) ,且等式成立当且仅当

T K1, n- 1 ,其中 Tn表示阶数为 n的树的集合 .

2　全图的谱半径

命题 2. 1　设 U为 Un中的任意一个单圈图 ,圈

Cr ( 3≤ r≤n )为其子图 ,且 Cr上有 t ( 0≤ t≤ r )个顶点

分别接有一棵树 ,则必有 d(U
+ + +

)≤d(U
+ + +
3 ) ,其中

单圈图 U3表示 U经过移接变形把树子图变为星子

图所得到的图 ,并且等式成立 ,当且仅当 U U3.

证明　由引理 1. 1及引理 1. 4可以知道结论显

然成立 .

命题 2. 2　对于单圈图 U1→ U2 (图 2) ,则

d(U
+ + +
1 )≤d(U+ + +

2 ) .

证明　先分别画出图 2中移接变形前后单圈图

U1和 U2的全图 U
+ + +
1 和 U

+ + +
2 (图 3) ,其中虚线圆

中的所有顶点构成完全图 (为了清晰起见 ,完全图中

的边都没有画出 ,其它图也都采用同样的画法 ) .

由引理 1. 3知 ,图 U
+ + +
1 连通 .设 x是图 U

+ + +
1

的 Perron向量 ,其中与点 u1 ,u2相对应的分量分别为

xu 1 , xu2 ,不妨设 xu1≥ xu 2 ,于是对于 {u21 , u22 ,… u2t ,u3 ,

e21 ,e22 ,… ,e2t ,e2 } NU+ + +
1

(u2 ) /NU+ + +
1

(u1 ) ,应用引理

1. 1将 U
+ + +
1 移接变形为图 H (图 4) ,其中点 u21 ,u22 ,

… u2t ,u3 ,e21 ,e22 ,… ,e2t ,e2不再与点 u2相邻 ,而与点 u1

相邻 ,则有d(U
+ + +

) <d( H ) (图 5) .

比较图 U
+ + +
2 和图 H,易见图 H添上边 ( e1i ,

e2j ) , (e1i ,e2 ) , (e4 ,e2j ) , (e2 ,e4 ) , i= 1, 2,… , r; j= 1, 2,

… , t后即与图 U
+ + +
2 同构 .由此根据引理 1. 2可以

知道d( H ) <d(U+ + +
2 ) ,所以d(U+ + +

1 ) <d(U+ + +
2 ) .

图 2　U1及其移接变形

Fig. 2　U1 and its g raft t ransforma tion

命题 2. 3　对于单圈图 U→ U0 (图 1) ,则

d(U
+ + +

)≤d(U
+ + +
0 ) (如图 6) .

证明　由引理 1. 3知 ,图 U
+ + +
连通 .设 x是图

U
+ + + 的 Perron向量 ,其中与点 u1 , u2相对应的分量

分别为 xu
1
, xu

2
.不妨设 xu

1
≥ xu

2
,于是对于 {u21 , u22 ,…

u2s ,e21 ,e22 ,e22 ,… ,e2s } UU+ + + (u2 ) /NU+ + + (u1 ) ,应用

引理 1. 1将图 U
+ + + 移接变形为图 H1 (图 7) ,其中点

u21 , u22 , u23 ,… u2s , e21 , e22 , e22 ,… , e2s ,不再与点 u2相
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邻 ,而与点 u1相邻 ,且有d(U
+ + +

) <d( H1 ) .

图 3　U1和 U2的全图

Fig. 3　 To tal of U1 and U2

图 4　U+ + +
1 的移接变形

Fig . 4　 Graft transfo rmation o f U+ + +1

图 5　U的全图

Fig. 5　 Total of U

设 x 1是图 H1的 Perron向量 ,其中与点 e1 ,e3相

对应的分量分别为 xe1 , xe3 ,显然 xe1≥ xe3 ,于是对于

{e21 ,e22 ,e22 ,… , e2s } N H1 (e3 ) /N H1 (e1 ) ,继续应用引

理 1. 1,在图 H1中删去边 (e3 ,e2i ) ,并添上边 (e1 ,e2i )

( 1≤ i≤ s ) ,此时得到图 H2 ,且有d( H1 ) <d( H2 ) .比

较图 H2和 U
+ + +
0 ,容易知道图 H2添上边 (e1i ,e2j ) , i

= 1, 2,… , r ; j= 1, 2,… , s后即与 U
+ + +
0 同构 .由引理

1. 2知 d( H2 ) <d( U
+ + +
0 ) ,所以 d( U

+ + + ) < d

(U+ + +
0 ) .

图 6　U0, S3n的全图

Fig. 6　 Total o f U0 and S3n

图 7　U+ + + 的移接变形

Fig. 7　 Graf t transformation of U+ + +

由任意 n阶连通单圈图 U到 S
3
n的移接变形过程

中 ,不仅单圈图 U的谱半径不断严格递增 ,相应的单

圈图 U的全图 U
+ + + 的谱半径也不断严格递增 .

定理 2. 1　对任意一阶连通单圈图 U∈ Un ,有

d(C
+ + +
n )≤d(U+ + + )≤d( S3+ + +

n ) ,且左边等式成立 ,

当且仅当 U Cn ,右边等式成立 ,当且仅当 U S
3
n .
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