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摘要:利用乘法特征和的 Weil定理 ,结合计算机搜索来构造不相交差族 ,证明不相交差族 ( pn , 4, 1) -DDF的存在

性 ,其中 p≡ 1 ( mod 12)为质数且 n≥ 1.
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Abstract: By using Weil 's theorem on character sum estimates and constructing disjoint difference

families with computer, it is prov ed that there exists a ( p
n , 4, 1)-DDF, where p≡ 1( mod12) is a

prime number and n≥ 1.
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　　区组设计的研究是组合设计理论的核心内容 .

差族是区组设计的主要研究对象之一 ,它可以用来

构造多种区组设计 .很多学者对差族的存在性进行

研究 [ 1～ 4] .本文利用乘法特征和的 Weil定理 ,结合计

算机搜索来构造不相交差族 ,证明 ( pn , 4, 1) -DDF的

存在性 ,其中 p≡ 1 ( mod 12)为质数且 n≥ 1.

1　预备知识

设 G是一个 v阶的 Abel群 , B= {B i|i∈ I } ,其

中 Bi是 G的某些 k元集合 ,ΔBi= {a- b|a, b∈ B i , a

≠b} ,ΔB= ∪ ΔBi .如果 ΔB使得 G的每一个非零元

恰好在其出现 λ次 ,则称 B是一个 (v ,k ,λ)差族 ,记为

(v ,k ,λ) -DF,其中 Bi称为基区组 .如果一个 (v , k,λ) -

DF的基区组是不相交的 ,则称 (v ,k ,λ) -DF是一个不

相交差族 ,记为 (v ,k ,λ) -DDF.显然 , (v ,k ,λ) -DDF存

在的必要条件为λ(v- 1)≡ 0( mod k (k- 1) )且 λ≤ k

- 1.设 F = { F0 , F2 ,… , Fs- 1} ,其中每一个 Fi 是一

个 (v , k ,λ) -DDF,如果∪
i= 0

s- 1

∪
B∈ F

i

B恰好是 G\ { 0}的一个

划分 ,则称 F 是一个 (v ,k ,λ) -CDDF.从而 ,由 (v ,k ,

λ) -CDDF的存在性可知 (v , k,λ) -DDF的存在性 .

引理 1. 1[2 ]　如果 v≡ 1( mod6) ,则存在 (v , 3, 1) -

DDF.

引理 1. 2
[3 ]
　设 q- 1= el是一个奇质数幂 ,则存

在 (v , (q- 1) /e, ( q- 1- e ) /e) -DDF.

　　当 l= 3, 4时 ,有

引理 1. 3　设 q- 1= 3e是一个奇质数幂 ,则存

在 (v , 3, 2) -DDF.

引理 1. 4　设 q- 1= 4e是一个奇质数幂 ,则存

在 (v , 4, 3) -DDF.

引理 1. 5[4 ]　设 v= 12t+ 1是一个质数 , t为奇数

且 v≠ 13,则存在 (v , 4, 1) -CDDF.

令 G= Z13 , F= { 0, 1, 3, 9} .显然 F是一个 ( 13, 4,

1) -DDF,从而有

引理 1. 6　设 v= 12t+ 1是一个质数 , t为奇数 ,

则存在 (v , 4, 1) -DDF.

设 T 1= {ai|i∈ I } , T2= {bj|j∈ J } , 记 T1· T 2

= {aibj|i∈ I , j∈ J }.如果 T1= {a} ,则 T1· T2= aT 2

= {abj|j∈ J }.

　　由文献 [3]中的定理 1,可得

引理 1. 7　如果在 GF (q)中存在 ( q, k ,λ) -DDF,

则在 GF (q
n
)中存在 (q

n
,k,λ) -DDF.

证明　设 B= {Bi|i∈ I }是在 GF (q)上的一个

( q, k,λ) -DDF,则 ΔB= λ (GF ( q ) \ { 0} ) . 如果将

GF(q)看作是 GF( qn )的一个子域 ,则 GF (q) \ { 0}就

是 GF(q
n ) \ { 0}的一个子群 ,记为 H

e ,其中 e= (q
n -

1) /(q- 1) .

设 S是 H
e在 GF(q

n ) \ { 0}中的一个陪集代表系 ,
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B
* = {sB i|i∈ I , s∈ S} ,则 ΔB

* = ∑
s∈ S
∑
i∈ I

{s}· Bi=

S· ΔB= {s}·λ( He )= λ(G(qn ) \ { 0} ) .从而 ,B* 是一

个 (q
n ,k ,λ) -DF.

　　设 siBk , sjBh是 B
*
中的两个不同的区组 ,若 i= j ,

则有 k≠ h.由于 Bk , Bh不相交 ,从而 siBk , sjBh不相

交 ;若 i≠ j ,则 si和 sj位于 H
e
的不同陪集中 .由于 Bk ,

Bh H
e
,从而 siBk , sjBh不相交 .综上所述证明完毕 .

2　主要结果

设 v是一个质数幂 , Fv= GF (v ) ,a是 Fv 的本原

元 , e|v- 1. H是 F
*
v = Fv \ { 0}的 (v- 1) /e阶乘法子

群 , H
i= a

i
H , 0≤ i≤ e- 1.

引理 2. 1
[3 ]
　设 e|v- 1,B是 Fv 的一个 k元子

集 .如果 ΔB= {a- b|a, b∈ B , a≠b}中的元素恰好在

H
0的每一个陪集中分配k个 ,则存在 (v ,k , w )-DF;

若 2e|(v- 1) , 则存在 (v , k, w /2) -DF.

引理 2. 2　设 v= 12t+ 1是一个质数幂 , B= { 1,

x , x 2 , x 3} .若 x∈ H
1 , x+ 1∈ H

3 , x 2+ x+ 1∈ H
5 ,

则存在 (v , 4, 1) -DDF.

证明　ΔB= ± ( x - 1) { 1, x , x2 , x+ 1, x ( x+

1) , x
2+ x+ 1} .在引理 2. 1中取 e= 6,设 H

0是 F
*
v

的 (v- 1) /6= 2t阶乘法子群 .显然 ,ΔB中的元素恰

好在 H
0
的每个陪集中出现 2个 .令 B= {B ,a

6
B ,… ,

a
6( t- 1)

B } ,不难验证 B是一个 (v , 4, 1) -DDF,证毕 .

引理 2. 3
[5 ]
　令j为 GF (q) 的 m 阶乘法特征 ,

m> 1,　 f ( x )∈ GF (q) [x ]为首 1正次数多项式 , 且

不是某多项式的 m次幂 , d为 f (x )在扩域中相异根

的个数 , 则对任意的T∈ GF (q) , 有

∑
c∈ GF (q)

h(Tf (c) ) ≤ ( d- 1) q .

引理 2. 4　若 v≡ 1( mod 12)为质数幂 ,且 v≥

256036,则存在 (v , 4, 1) -DDF.

证明　利用引理 2. 2和 Weil定理来构造 (v , 4,

1) -DDF.

令 f 1 (x )= a
- 1
x , f 2 (x )= a

- 3 (x+ 1) , f 3 (x )=

a- 5 (x 2+ x+ 1) ,则引理 2. 2中的条件可以转化为是

否存在元素 x∈ F
*
v 满足:

f i (x )∈ H
0 , 1≤ i≤ 3. ( 1)

在 GF (v ) 中 , 令i为 6阶的非平凡乘法特征 ,

也就是说 ,当 x ∈ H
j
时 i(x ) = θ

j
,　 0≤ j≤ 5,其

中θ= exp(
πi
3
)为 6次单位根 . 令 Bi= i( f i ( x ) ) 且

Di= 1+ B i+ …+ Bi
5
, 1≤ i≤ 3. 则

Di=

6, if f i (x )∈ H
0 ,

1, if f i (x )= 0,

0, if f i (x ) H
0∪ { 0} .

令

S= ∑
x∈ GF (v)

∏
3

i= 1
( 1+ B i+ …+ Bi

5 ) . ( 2)

则 S等于 63n+ d ,其中 n为 GF (v )中满足条件

( 1)的元素 x的个数 , d为 f i ( x ) , 1≤ i≤ 3为 0时

对和 S的贡献 . 对任意的 1≤ i≤ 3,如果 f i ( x )= 0,

则对 S的贡献最多为 6
2
. 因此 ,如果|S|> 6

3
+ 3× 6

2

= 324, 则在 F
*
v 中至少有一个元素 x满足条件 ( 1) .

将 S展开有:

S= ∑
x∈ GF (v)

1+ ∑
i= 1

3

∑
k= 1

5

∑
x∈ GF (v )

B
k
i+

∑
1≤i

1
≤ i

2
≤ 3

∑
1≤ k

1
, k

2
≤ 5
∑

x∈ GF (v )
B
k
1i
1 B

k
2i
2+

∑
1≤k

1
,k

2
,k

3
≤ 5
∑

x∈ GF( v)
B
k
11 B

k
22 B

k
33 . ( 3)

由引理 2. 3,显然有 f 1 ( x ) , f 2 (x ) , f 3 ( x )两两互

素 .设 G(x )= f 1 ( x )
T
1 f 2 ( x )

T
2 f 3 ( x )

T
3为正次数多项

式 ,可以证明当Tj≤ 5 , 1≤ j≤ 3时 , G( x )不可能为

GF (v ) [x ]中的一个多项式的 6次幂 .事实上 ,如果

G( x )= p( x )
6 ,由于 f 1 (x ) , f 2 ( x ) , f 3 ( x )是两两互素

的 ,所以T1≡T2≡T3≡ 0( mod6) ,又因为Tj≤ 5, 1≤ j

≤ 3,所以有T1= T2= T3= 0,与假设矛盾 .注意到可以

找到相应的 c使得 ( 3)式中的每 1项乘积都表示成

j(cf (x ) )的形式 ,其中 f ( x ) 是首一多项式 .易见 ,

deg ( f 1 ( x ) )= 1,　 deg( f 2 (x ) )= 1, deg ( f 3 (x ) )= 2.

所以 ,由引理 2. 3, 有

|∑
i= 1

3

∑
k= 1

5

∑
x∈ G( F) (v )

B
k
i|≤ 5( 2- 1) v = 5 v ,

|∑
1≤ i

1
< i

2
≤ 3

∑
1≤k

1
,k

2
≤ 5
∑

x∈ GF(v )
B
k
1
i
1
B
k
2
i
2
|≤ 5

2
( 1+ 1- 1+

2+ 1- 1+ 2+ 1- 1) v = 125 v ,

| ∑
1≤ k

1
,k

2
, k

3
≤ 5
∑

x∈ GF (v)
B
k
1
1 B

k
2
2 B

k
3
3|≤ 5

3
( 2+ 1+ 1-

1) v = 375 v .

从而有|S|≥ v- ( 5+ 125+ 375) v = v-

505 v .

如果 v- 505 v > 324, 即 v≥ 256036, 则 n≥

1. 从而引理得证 .

引理 2. 5　设 v≡ 1( mod12)为质数 , v∈ [ 13,

256036) .如果 v E= { 73, 241, 313} ,则存在 ( v , 4,

1) -DDF.

证明　通过计算机搜索 ,对于 v≡ 1( mod12)为质

数 ,v∈ [13, 256036)且 v E ,满足引理 2. 2条件的

元素 x∈ F
*
v 全部找到 .在表 1中列出了 v≤ 1801的

数组 (v ,a, x ) ,其中a为 Fv 的本原元 ,x为满足条件

的元素 .而对其它的质数 ,由于篇幅关系在这里不一

一列出 .
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表 1　数组 (v ,ξ,x ) (x≤ 1801)

Tabl e 1 Array(v ,ξ,x ) ( x≤ 1801)

v a x v a x v a x

97 5 41 193 5 70 337 10 65

409 21 62 433 5 267 457 13 339

577 5 562 601 7 498 673 5 596

769 11 629 937 5 166 1009 11 38

1033 5 945 1129 11 20 1153 5 186

1201 11 659 1249 7 1143 1297 10 393

1321 13 832 1489 14 1229 1609 7 1551

1657 11 159 1753 7 452 1777 5 1513

1801 11 782

　　引理 2. 6　设 v= 12t+ 1是一个质数幂 ,B= { 1,

x , x
2
, x

3
} .若 x∈ H

5
, x+ 1∈ H

3
, x

2
+ x+ 1∈ H

1
,

则存在 (v , 4, 1) -DDF.

证明　证明同理引理 2. 2.

引理 2. 7　设 v∈ E= { 73, 241, 313} ,则存在

(v , 4, 1) -DDF.

证明　通过计算机搜索 ,找到满足引理 2. 6条

件的元素 x∈ F
*
v ,其中a为 Fv 的本原元 , x为满足条

件的元素 .在表 2中列出了相应的结果 .

　　定理 2. 1　设 v= 12t+ 1是一个质数 , t为偶数 ,

则存在 (v , 4, 1) -DDF.

表 2　数组 (v,ξ,x )

Table 2　 Array (v ,ξ, x)

v a x v a x v a x

73 5 29 241 7 84 313 10 92

　　证明　引理 2. 4给出当 v≥ 256036时 , (v , 4, 1) -

DDF的存在性 ;引理 2. 5和引理 2. 7给出当 v∈ [13,

256036)时 , (v , 4, 1) -DDF的存在性 .证明完毕 .

　　由引理 1. 6、引理 1. 7和定理 2. 1,有结果:

定理 2. 2　设 p≡ 1( mod12)是一个质数 ,n≥ 1,

则存在 (p
n , 4, 1) -DDF.
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　　由定理 3可知 k+ (|E(G)|- 1) d≥ f
* (u1u3 )

≥ 2k+ 1,即 k≤ (|E (G)|- 1)d - 1.

　　推论 5
[8 ]
　若图 G是 k-优美的且 G包含三角形

K 3 ,则 k≤|E (G)|- 2.
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