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摘要:讨论h~混合序列级数的收敛性 ,得到h~混合序列的几个几乎处处收敛定理 ,把文献 [2 ]中d~混合序列的相关

收敛性质推广到h~混合序列 .
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Abstract: Ini tially , the studying of the Kolmogo rov-type inequality ofh~ -mixing random variable

sequences illiminates us to discuss almost the sure convergences and obtain the th ree series theorem,

and ex tend the corresponding results ofd
~ -mixing random variable sequences of reference [2].
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　　 2004年文献 [1]引入h~混合序列 ,h~混合序列和

通常的h混合序列类似 ,但并不相同 ,它们不互相包

含 .h~混合序列是一类极为广泛的混合序列 ,由于引

入较晚 ,对其进行研究很有意义 .吴群英
[1, 2 ]
研究了h~

混合序列的完全收敛性和强收敛性及d~混合序列 [3 ]

的几乎处处收敛性和三级数定理 .本文主要推广 d~混

合序列的相关结论
[2 ]
到h~混合序列 ,得到更为广泛的

几乎处处收敛性和三级数定理 .本文中的 c表示与 n

无关的正常数 ,“ ”表示通常的“O” .

1　相关定义及引理

　　设 {Xn ; n≥ 1}是概率空间 (K,B ,P )上的随机变

量序列 , Fs = e( X i , i∈ S N )为e域 ,在 B中给定e

域 F ,R ,令h( F, R ) = sup{|P (B|A) - P (B )|, A∈

F , P( A ) > 0,B∈ R} . k≥ 0,令h~(k ) = sup{h(Fs ,

RT ) ,有限子集 S, T N ,且 dist ( S, T )≥ k } ,显然 0≤

h~(k+ 1)≤h~(k )≤ 1,且h~( 0) = 1.

　　定义 1. 1　若存在 k∈ N ,使h~ (k) < 1,则称 {Xn ;

n≥ 1}为h~混合序列 .

　　引理 1. 1
[4 ]
　设 {Xn ; n≥ 1}是h~混合序列 ,EX i

= 0, E|X i|
q
<∞ , q≥ 1,则存在仅依赖于h~的常数 c,

使对 n≥ 1,有

　　 E|Sn|
q
≤ c∑

n

i= 1E|X i|
q
, 1 < q≤ 2,

　　 E max
1≤ j≤ n
|Sj|

q
≤ clog

q
n{∑

n

i= 1 E|X i|
q
} , 1≤ q≤ 2.

　　引理 1. 2[4 ]　设 {X n ; n≥ 1}是任意的随机序列 ,

如存在 r. v. X ,使对任意 x > 0及 n≥ 1,有

　　 P (|Xn|≥ x )≤ cP (|X|≥ x ) ,

则对 U> 0, t > 0有

　　 E|Xn|U≤ cE|X|U+ t
U
P (|X|> t ) .

　　 引理 1. 3　 {X n ; n≥ 1}是任意的同分布随机变

量 ,记 N ( x ) = # {n: cn≤ x } ,则

　　∑
∞

n= 1P (|Xn|> cn ) EN (|X 1|) .

　　证明 ∑
∞

n= 1 P(|Xn|> cn ) = ∑
∞

n= 1∑ j <c
n
≤ j+ 1  

P (|Xn|> j )≤∑
∞

n= 1
(N ( j+ 1) - N ( j ) )P (|X1|>

j ) ∑
∞

n= 1
N ( j ) ( P (|X 1|> j - 1) - P (|X 1|> j ) )

= ∑
∞

n= 1
N ( j ) P ( j - 1 <|X 1|≤ j ) EN (|X 1|) .
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2　主要结果及其证明

　　定理 2. 1　设 {Xn ; n≥ 1}是h~混合序列 ,满足

　　∑
∞

n= 1 log
p
nE|Xn - EXn|

p
< ∞ , 1 < p≤ 2.

( 2. 1)

则∑
∞

n= 1 ( Xn - EXn ) a. s.收敛 .

　　 证明 　 不失一般性 , 设 EXn = 0, 记 Sn =

∑
n

i= 1
X i ,当正整数 m > n→∞时 ,由 ( 2. 1)式 ,有

　　E ( Sm - Sn )
p
 ∑

m

k= n+ 1E|Xk|
p
→ 0. ( 2. 2)

因此 , {Sn ; n≥ 1}是 Lp的 Cauchy序列 ,故由 Lp的完

备性 ,存在 r. v. S, 使得 E( Sn - S)
p
→ 0. 所以由

Markov不等式
[5 ]
及 ( 2. 2)式得

　　P (|S2k - S|> X) E|S2k - S|
p
 lim sup

n→∞
E|Sn

- S2k|p  ∑
∞

i= 2k+ 1E|X i|
p = ∑

∞

i= 2k+ 1E|X i|
p logp i

1
logp i
 

1
( log2k ) p∑

∞

i= 2k+ 1 E|X i|
p logp i k- p .

故∑
∞

k= 1
P (|S2k - S|> X) <∞ .

再由引理 1. 1及 ( 2. 1)式得

　　∑
∞

k= 1P ( max
2k- 1 < j≤ 2k

|Sj - S2k- 1|> X) 

∑
∞

k= 1
( log2k )p∑

2k

j= 2
k- 1

+ 1
E|X j|p 

∑
∞

k= 1∑
2k

j= 2
k- 1

+ 1
( logj ) pE|X j|p = ∑

∞

n= 1
logpn 

E|Xn - EX n|p < ∞ . ( 2. 3)

因此 ,由 ( 2. 2)式和 ( 2. 3)式及 Borel-Cantelli引理 ,当

k→∞时 , S2k
a. s.
S, max

2
k- 1

< j≤ 2
k
|Sj - S2k- 1|

a. s.
0,故 Sn

a. s.
S.

　　推论 2. 1　设 {X n ; n≥ 1}满足 ( 2、 1)式 ,设 {bn ;

n ≥ 1} 是 一 非 负 数 列 , 且 bn↑∞ . 若

∑
∞

n= 1 log
p
nE|Xn|

p
/b
p
n < ∞ ,则 b

- 1
n ∑

n

i= 1 ( X i - EX i )

→ 0, a. s. .

　　取 bn = n1 /p和 bn = n1 /p ( logn) ( p+ 1+ W) /p ,则由推论

2. 1可得推论 2. 2.

　　 推论 2. 2　 设 {Xn ; n≥ 1}是 h~混合序列 ,若

E|Xn|
p
≤ c( logn)

- ( p+ 1+ W)
, 1 < p≤ 2,W> 0,n≥ 2.则

n
- 1 /p∑

n

i= 1X i→ 0, a. s. .

　　 推论 2. 3　 设 {Xn ; n≥ 1}是 h~混合序列 ,若

E|Xn|p≤ c,则 n- 1 /p ( logn) - ( p+ 1+ W) /p∑
n

i= 1
X i→

0, a. s. .

　　定理 2. 2　 (三级数定理 )设 {X n ; n≥ 1}是h~混

合序列 ,对某 c> 0,记 X cn  XnI (|Xn|≤ c ) .如果

　　∑
∞

n= 1P (|Xn|> c) < ∞ , ( 2. 4)

　　∑
∞

n= 1EX
c
n < ∞ , ( 2. 5)

　　∑
∞

n= 1
logpnE|X cn|p < ∞ , 1 < p≤ 2, ( 2. 6)

则∑
∞

n= 1Xn a. s.收敛 .

　　 证明 　 由 Cr不等式得∑
∞

n= 1 log
p
nE|X

c
n -

EX
c
n|p≤ c∑

∞

n= 1 log
p
nE|Xcn|p < ∞ .由此及定理 2. 1

得∑
∞

n= 1
(X cn - EXcn ) < ∞ a. s. ,再由 ( 2. 5)式得

　　∑
∞

n= 1
X
c
n < ∞ a. s. . ( 2. 7)

结合 ( 2. 4)式得∑
∞

n= 1P (Xn≠ X
c
n ) = ∑

∞

n= 1P (|Xn|

> c ) < ∞ ,所以由 Bo rel-Cantelli引理得 P( {Xn≠

X
c
n } , i. o. ) = 0.由此及 ( 2. 7)式得∑

∞

n= 1X n <∞ a. s.

即∑
∞

n= 1Xn a. s.收敛 .

　　定理 2. 3　设 {Xn ; n≥ 1}是h~混合序列 , {gn (x ) ;

n≥ 1}是偶函数序列 ,它们在区间 x > 0中取正值 ,不

减 ,而且对每一个 n满足条件: ( 1)在区间 x > 0中 ,

x /gn (x )不减 ,或者 ( 2) 在同一区间中 ,x /gn (x )和

gn (x ) /xp都是不增的 ,且 EXn = 0.

此外 , {an ; n≥ 1}是常数列 ,满足 0 < an↑∞和

　　∑
∞

n= 1
logpnEgn (X n ) /gn (an ) < ∞ , ( 2. 8)

则∑
∞

n= 1
Xn /an a. s.收敛 .从而由 Kronecker引理 [5 ] ,有

a
- 1
n ∑

n

k= 1Xk
a. s.

0,n→∞ .

　　证明　因为 gn (x )当 x > 0时单调不减 ,故

　　∑
∞

n= 1
P {|Xn|≥ an }≤∑

∞

n= 1∫|X
n
|≥ a

n

gn ( Xn ) /

gn (an ) dP≤∑
∞

n= 1

Egn ( Xn ) /gn (an ) < ∞ .

假设对某个 n,函数 gn (x )满足条件 ( 1) ,则在区间

|x|≤ an ,有
x
p

a
p
n
≤
g
p
n (x )
g
p
n (an )

≤
gn ( x )
gn (an )

.若满足条件 ( 2) ,

在同一区间中 ,有
x
p

gn ( x )
≤

a
p
n

gn (an )
.因此 ,无论 gn (x )

满足条件 ( 1)还是条件 ( 2)都有
x
p

a
p
n
≤
gn (x )
gn (an )

.

　　 记 Xann = Xn I (|Xn|≤ an ) ,则对任一 n ,由于

gn (x )不减 ,因此 ,

　　 E|X
a
nn|
p
≤ E (|Xn|

p
I (|Xn|≤ an ) ) =

∫|X
n
|≤ a

n

|Xn|p dP≤
a
p
n

gn (an )∫|Xn|≤ angn ( Xn ) dP≤
a
p
n

gn (an )
Egn ( Xn ) .

再由 ( 2. 8)式得∑
∞

n= 1

logpnE|Xann|p

a
p
n

 

∑
∞

n= 1

log
p
nEgn ( Xn )
gn (an )

< ∞ .

最后 ,若条件 ( 1)被满足 ,则
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　　|EXann|= |EXnI (|Xn|≤ an )|≤|∫|X
n
|≤a

n

X ndP|

≤
an
gn (an )∫|X

n
|≤ a

n

gn (X n ) dP≤
an
gn (an ) Eg

n (X n ) .

若条件 ( 2)被满足 ,由于此时 EXn = 0,x /gn ( x )不减 ,

那么

　　|EX
a
n
n|= |EXn I (|Xn|> an )|≤

an

gn (an )
 

∫|X
n
|> a

n

gn (Xn ) dP≤
an
gn (an )

Egn (Xn ) ,

所以∑
∞

n= 1E
X
a
nn

an
≤∑

∞

n= 1

Egn (Xn )
gn (an )

<∞ .故由三级数

定理可知定理 2. 3成立 .

　　定理 2. 4　设 {an ; n≥ 1} , {bn ; n≥ 1}都是非负数

列 ,bn↑∞ .记 c1 = b1 /a1 ,cn = bna- 1
n log- 1

n,n≥ 2; {Xn ;

n≥ 1}是不同分布的h~混合序列 ,并对任意 x > 0及

n≥ 1,有 P(|Xn|≥ x )≤ cP (|X|≥ x ) .记 N ( x ) =

# {n: cn≤ x } , x∈ R. 1 < P≤ 2.如果满足 EN (|X|)

< ∞ ,∑
∞

k= 1k
p - 1
P (|X|> k )∑

∞

j= kN ( j ) / j
p+ 1

< ∞ ,

则存在 dn∈ R ,n≥ 1,使得

　　b
- 1
n ∑

n

i= 1aiX i - dn→ 0, a. s. .

　　证明　记 Sn = ∑
n

i= 1aiX i , Tn = ∑
n

i= 1aiX
c
i
i ,n≥

1.因为

　　∑
∞

n= 1P (Xn ≠ X
c
n
n ) = ∑

∞

n= 1P (|Xn|> cn )≤

c∑
∞

n= 1P (|X|> cn ) = c∑
∞

n= 1
∑

j < c
n
≤ j+ 1
P(|X|> j )≤

∑
∞

n= 1
(N ( j + 1) - N ( j ) ) P(|X| > j )  

∑
∞

n= 1

N ( j ) ( P (|X|> j - 1) - P (|X|> j ) ) =

∑
∞

n= 1
N ( j ) P( j - 1 < |X|≤ j ) EN (|X|) < ∞ ,

则由 Borel-Cantelli引理 [5 ]知 ,对 {dn ; n≥ 1} ,b- 1
n Sn -

dn与 b- 1
n Tn - dn同 a. s.收敛 .又

　　∑
∞

n= 1
logpnE|an ( Xcnn - EX cnn )|p /bpn≤

∑
∞

n= 1c
- p
n E|Xn|p I (X≤ cn )≤ c∑

∞

n= 1c
- p
n (cpn P (|X|>

cn ) + E|X|
p
I (|X| ≤ cn ) )  EN (|X|) +

∑
∞

n= 1c
- p
n E|X|

p
I (|X|≤ cn ) ,

而

　　∑
∞

n= 1
c
- p
n E|X|p I (|X|≤ cn ) 

∑
∞

n= 1
c
- p
n ∑

c
n

k= 0
k
p - 1
P (|X|> k ) = ∑

∞

k= 1
k
p- 1  

P (|X|> k )∑ n: c
n
> k
c
- p
n = ∑

∞

k= 1
k
p - 1
P (|X|>

k )∑
∞

j= k∑ j <c
n
≤ j+ 1

j
- p = ∑

∞

k= 1
k
p- 1
P (|X|>

k )∑
∞

j= k (N ( j+ 1) - N ( j ) ) j
- p
= ∑

∞

k= 1k
p - 1
 

P (|X|> k )∑
∞

j= k N ( j ) ( ( j - 1)
- p
- j

- p
) =

∑
∞

k= 1k
p - 1
P (|X|> k )∑

∞

j= kN ( j ) /j
p+ 1

< ∞ .

故∑
∞

n= 1 log
p
nE|an (Xcnn - EXcnn )|p /bpn < ∞ .

由推论 2. 1知∑
∞

n= 1
an (Xcnn - EXcnn ) /bn几乎处处收

敛 .所以 ,由 Kronecker引理 [5 ] ,得 b- 1
n ∑

n

i= 1
ai (Xcni -

EX
c
ni )→ 0, a. s. .只需取 dn = b- 1

n ∑
n

i= 1
ai EX

c
ii ,n≥ 1,

即得到结论 .

　　推论 2. 4　若定理 2. 4的条件都满足 ,且 EXn =

0,n ≥ 1, 并 有 ∑
∞

n= 1EN (|X /n|) < ∞ , 则

b
- 1
n ∑

n

i= 1aiX i→ 0, a. s. .

　　证明　因为

　　∑
∞

n= 1
an lognEXn I (|Xn|≤ cn ) /bn≤

∑
∞

n= 1
c
- 1
n EXn I (|Xn|≤ cn )≤∑

∞

n= 1
c
- 1
n (cn P (|X|>

cn ) + E|X|I (|X|≤ cn ) ) EN (|X|) +

∑
∞

n= 1∫
∞

1
P (|X|> t ) dt /cn = EN (|X|) +

∑
∞

n= 1∫
∞

1
P (|X|> t ) dt /cn = EN (|X|) +

∑
∞

n= 1∑
∞

i= 1
P(|X|> icn ) = EN (|X|) +

∑
∞

j= 1∑
∞

i= 1∑ j <c
n
≤ j+ 1P (|X|> ji ) = EN (|X|) +

∑
∞

j= 1∑
∞

i= 1 (N ( j + 1) - N ( j ) ) P (|X|> j i )  

EN (|X|) + ∑
∞

i= 1∑
∞

j= 1N ( j ) P ( ( j - 1) i <|X|≤

j i ) EN (|X|) + ∑
∞

i= 1EN (|X /i|) < ∞ .

故

　　∑
∞

n= 1an EXn I (|X n|≤ cn ) /bn≤∑
∞

n= 1an logn 

EXn I (|X n|≤ cn ) /bn < ∞ .

由 Kronecker引理
[ 5 ]
及定理 2. 4知结论成立 .

　　定理 2. 5　设 {an ; n≥ 1} , {bn ; n≥ 1}都是非负数

列 ,bn↑∞ .记 c1 = b1 /a1 ,cn = bna
- 1
n log

- 1
n ,n≥ 2.

{Xn ; n≥ 1}是不同分布的h~混合序列 ,并对任意 x >

0及 n≥ 1,有 P (|Xn|≥ x )≤ cP (|X|≥ x ) .记 N (x )

= # {n: cn ≤ x } , x ∈ R. 1 < P≤ 2, 如果满足

EN (|X|) < ∞ , ∑
∞

n= 1EN (|X /n|) < ∞ ,

max
1≤ j≤ n

c
p
j∑

∞

j= nc
- p
j = O (n ) .则 b- 1

n ∑
n

i= 1aiX i→ 0, a. s.

n→ ∞ .

　　证明　因为

(下转第 137页 Continue on page 137)　　
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　　R~ 1 =

( 0. 85, 0. 92, 0. 92, 1. 0) ( 0. 15, 0. 31, 0. 46, 0. 62) ( 0. 0, 0. 14, 0. 14, 0. 38) ( 0. 5, 0. 63, 0. 75, 0. 88)

( 0. 77, 0. 85, 0. 92, 1. 0) ( 0. 0, 0. 15, 0. 31, 0. 46) ( 0. 14, 0. 24, 0. 33, 0. 43) ( 0. 38, 0. 63, 0. 63, 0. 88)

( 0. 69, 0. 69, 0. 92, 0. 92) ( 0. 77, 0. 77, 1. 0, 1. 0) ( 0. 48, 0. 57, 0. 67, 0. 76) ( 0. 63, 0. 75, 0. 88, 1. 0)

( 0. 46, 0. 54, 0. 69, 0. 85) ( 0. 69, 0. 77, 0. 92, 1. 0) ( 0. 43, 0. 48, 0. 57, 0. 62) ( 0. 25, 0. 5, 0. 5, 0. 75)

( 0. 54, 0. 62, 0. 69, 0. 77) ( 0. 69, 0. 77, 0. 85, 0. 92) ( 0. 90, 0. 95, 0. 95, 1. 0) ( 0. 38, 0. 5, 0. 63, 0. 75)

　　 5)根据 ( 6)式计算属性权重向量k:

　　k1 = 0. 0410,k2 = 0. 3711,k3 = 0. 5370,k4 =

0. 0509.

　　 6)利用 z~i = ∑
n

j= 1
r
~
ijkj 计算方案 xi的模糊效用值

z
~
i ,并由 ( 4)式计算 E [z~i ] ( i = 1, 2, 3, 4, 5) .

　　E [z~1 ] = 0. 3044, E [z~2 ] = 0. 3068, E [z~3 ] =

0. 7359, E [z~4 ] = 0. 6470, E [z~5 ] = 0. 8654.

　　 7)根据 E [z~i ] ( i = 1, 2, 3, 4, 5)的大小得到方案

的优劣排序为:

　　 x5 x 3 x 4 x 2 x 1 ,

　　故最优方案为 x 5.

　　此方案经实践证明有效、可行而且计算简单 .

4　结束语

　　模糊多属性决策是一个大有前途的研究方向 ,它

在决策科学中的研究相当活跃 .本文针对属性值为梯

形模糊数的模糊多属性决策问题 ,给出了一种基于信

息熵的决策方法 .该方法中的属性权重是通过对调查

的数据利用信息熵而计算出来的 ,比专家主观给出的

属性权重更客观 ,更可靠 .因此 ,本文得到的方案排序

更合理 .实例表明该决策方法有效、可行而且计算简

单 ,易于实现 .该方法为解决模糊多属性决策问题提

供了新途径 .
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　　∑
∞

n= 1 log
p
nE|an ( Xcnn - EXcnn )|p /bpn≤∑

∞

n= 1c
- p
n  

E|Xn|
p
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p
c
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cj- 1≤ |X|≤ max
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cj- 1≤

|X|≤ max
1≤ j≤ n
cj ) max

1≤ j≤ n
c
p
j∑

∞

n= j
c
- p
n ≤ c∑

∞

j= 1
j  

P ( max
1≤ j≤ n

cj- 1 ≤ |X| ≤ max
1≤ j≤ n
cj ) ≤

c∑
∞

j= 1∑
j

n= 1P( max
1≤ j≤ n

cj - 1 ≤ |X| ≤ max
1≤ j≤ n
cj ) =

c∑
∞

j= 1
P(|X|> max

1≤ j≤n
cj- 1 )≤ c( 1+ ∑

∞

j= 1
P (|X|>

cn ) )≤ c( 1+ EN (|X|) ) < ∞ .

由推论 2. 1可知∑
∞

n= 1
an ( Xcnn - EX cnn ) /bn几乎处处收

敛 .所以 ,再由 Kronecker引理
[5 ]
,得

　　b- 1
n ∑

∞

i= 1
ai (X cii - EXcii )→ 0,n→∞ , a. s. .

由推论 2. 4的证明可知b- 1
n ∑

n

i= 1
aiEX i I (|X i|≤ ci )→

0,n→∞ .则结论成立 .

参考文献:

[1 ]　吴群英 ,林亮 .φ~混合序列的完全收敛性和强收敛性 [ J].

工程数学学报 , 2004, 21( 1): 75-80.

[2 ]　吴群英 .ρ~混合序列的若干极限性质 [ J].工程数学学报 ,

2004, 21( 1): 58-64.

[3 ]　 Bradley R C. Eqniv alent mix ing conditions for

random fields [ J ]. Institute o f Ma thematical Statistics,

1993, 21( 4): 1921-1926.

[4 ]　吴群英 .混合序列的概率极限理论 [ M ].北京: 科学出版

社 , 2006: 210-211.

[ 5]　林正炎 ,陆传荣 ,苏中根 .概率极限理论基础 [M ].北京:

高等教育出版社 , 1999.

(责任编辑:尹　闯 )

137广西科学　 2008年 5月　第 15卷第 2期


