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摘要:根据藻类生长特点 ,以具有饱和反应增长率的非自治增长模型为基础 ,采用分次脉冲喷洒的方法建立蓝藻

脉冲控制模型 ,并将模型转化为脉冲微分系统 ,给出确定系统最大脉冲周期的方法 ,并用数值例子说明如何在有

限时间内 ,选择适当的杀藻剂和脉冲喷洒次数 ,将蓝藻种群的密度控制在经济阈值之下 .
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Abstract: According to the g row th characteristics of algae and based on the non-autonomous g row th

model wi th saturated reaction increasing ra te, this paper constructs the im pulsive control model of

cyanobacteria using the method of separately impulsiv e spraying , and then transforms the model into

the impulsiv e dif ferential system. Furtherm ore, this paper presents the method of determining the

maximum pulse period of the system, and makes use of the numerical sim ulations to illustrate how

to select the algaecide and the times of impulsiv e spraying in a finite time for cont rolling the density

of the cyanobacteria population to be low er than the economic threshold.
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　　蓝藻水华爆发是藻类生物种群达到一定数量所

形成的现象 [1 ] .随着全球气候变暖以及水体富营养化

加剧 ,蓝藻水华的爆发日趋频繁 ,它造成的环境和经

济问题越来越引起人们的关注 .我国大部分湖泊面临

着蓝藻水华爆发 [1, 2 ] .在严重发生蓝藻水华的湖泊 ,大

量的溶解氧被消耗 ,水体中的鱼类及其他生物因缺氧

而导致死亡 ,生物多样性被破坏 ,进而严重制约经济

建设和社会发展 .近几年来 ,中央和地方为治理富营

养化湖泊蓝藻水华投入了大量资金 ,滇池耗资 40亿 ,

太湖耗资 100亿 ,一些小型城市湖泊的治理也动辄上

亿元 [3 ] .因此 ,有效地控制或消除蓝藻水华 ,对经济建

设及生态环境的保护 ,都具有重要的现实意义 .

　　很多学者研究有害藻类水华的控制问题 ,得到了

许多成果
[ 1, 3～ 12]

.对蓝藻的控制 ,关键是将其密度控

制在一定的水平 (如经济阈值 )之下 ,使之不能形成水

华 .对生物物种密度的控制问题 ,许多学者利用微分

动力系统模型的理论进行研究 ,并得到许多很好的结

果 [ 13～ 17 ] .本文基于生物制剂控制蓝藻水华 ,通过建立

具有脉冲效应的微分方程动力系统 ,描述在规定时间

内脉冲喷洒生物制剂控制蓝藻的过程 ,得到该动力系

统边值问题的解 ,并利用所得结果研究在限定时间内

控制害藻类水华的问题 ,探讨蓝藻水华治理策略 .

1　模型的建立及转化

　　根据藻类生长的特点 [ 11] ,选择具有饱和反应增

长率的非自治增长模型 S
 =

r ( t ) S( t )
1+ k( t ) S( t )

为基础来

建立模型 .采取分次脉冲喷洒的方法 ,喷洒生物除藻
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剂控制蓝藻水华 ,建立具有脉冲喷洒生物除藻剂的蓝

藻控制模型 .在喷洒除藻剂控制蓝藻水华的同时 ,考

虑将蓝藻密度控制在不构成危害的水平即可 .

　　假设在给定的时间 T内进行 n次 (n为正整数 )

脉冲喷洒除藻剂 ,f为脉冲周期 ,且 0 < f< 2f<… <

nf≤ T ,则得到具有饱和反应增长率的蓝藻脉冲控制

模型为

　　

S
 =

r ( t ) S( t )
1+ k( t ) S( t )

, t≠ kf,

S( t+ ) = ( 1 - T) S ( t ) , t = kf,

　　 k = 1, 2,… ,n,

S( 0) = A ,

( 1)

其中 S( t )是蓝藻种群的密度 ,T是生物制剂对蓝藻的

杀死率 ,杀死的蓝藻量与蓝藻密度成正比 .初始时蓝

藻密度为 x ( 0) = A, B为蓝藻密度的经济阈值 , A、B、

T都为正常数 ,
r ( t )

1+ k( t ) S ( t ) 为饱和反应增长率 .

r ( t ) ,k( t )是正的连续函数 , 0 <T< 1, 0≤ t≤ T , 0 <

f< 2f< … < nf≤ T .因为 r ( t ) ,k( t )是正的连续函

数 ,所以在 [0, T ]上 ,存在最大值和最小值 .

　　设 r
-= sup

[ 0, T ]
r ( t ) ,k= inf

[0, T ]
k( t ) .对给定的时间 T ,

寻找一个最大脉冲周期f,使 S( T )≤ B或 S( t ) ≤ B ,

t∈ [0, T ].

　　显然

　　S
 =

r ( t ) S( t )
1+ k( t ) S( t ) ≤

r
-
S( t )

1+ kS( t ) <
r
-

k

且当 t → ∞时 ,有

　　F ( S) =
r
-
S( t )

1+ kS( t )
→

r
-

k
.

y = F(s )过 ( 0, 0)处的切线为 y = r
-
S( t ) ,且 y =

r
-
S( t )与 y =

r
-

k的交点为 (
1

k,
r
-

k) .

令 S1 =
1

k
,a =

r
-

k
,则有

　　S
 =

r ( t ) S( t )
1+ k( t ) S( t )

≤
r
-
S( t )

1+ kS( t )
≤

r
-
S, S≤ S1 ,

a , S > S1 .

因此 ( 1)式可以转化为下列脉冲微分系统

　　

x
 =

r
-
x ( t ) ,x ≤ S1

a ,x > S1

, t ≠ kf,

x ( t
+

) = ( 1 - T)x ( t ) , t = kf,k = 1, 2,… ,n,

x ( 0) = A.

( 2)

2　主要结果

　　引理 1　 ( 1)当 nf= T时 ,系统 ( 2)在 ( (k - 1)f,

kf]上有解

　　 x ( t ) =

A ( 1 - T)k- 1er
-
t , x ≤ S1 ,

A ( 1 - T)k- 1+
af( 1 - T)

T
[1 - ( 1 - T)k - 1 ]+

　　a [t - (k - 1)f] , x > S1 ,

k = 1, 2,… ,n.

　　 x ( (kf)
+

) = ( 1 - T) x (kf) =

A ( 1 - T)
k
e
r-kf

, x ≤ S1 ,

A ( 1 - T)
k
+

af( 1 - T)
T

[1 - ( 1 - T)
k

] ,x > S1

k = 1, 2,… ,n.

　　 ( 2)当 nf < T时 ,系统 ( 2)有解

　　 x ( t ) =

A( 1 - T)
k- 1

e
r-t

, x ≤ S1 ,

A( 1 - T)
k- 1

+
af( 1 - T)

T
[1 - ( 1 -

　　T)
k- 1

]+ a [t - (k - 1)f] , x > S1 ,

　　t ∈ ( (k - 1)f,kf].

A( 1 - T)
n
e
r-t

,x ≤ S1 ,

A( 1 - T)n +
af( 1 - T)

T
[1 - ( 1 -

　　T)
n

]+ a( t - nf) , x > S1 .

, t ∈ (nf, T ]

　　 x ( (kf)+ ) = ( 1 - T) x (kf) =

A ( 1 - T)k er
-
kf, x ≤ S1

A ( 1 - T)k +
af( 1 - T)

T
[1 - ( 1 - T)k ] ,x > S1

k = 1, 2,… ,n.

　　定理 1　对系统 ( 2) ,以及给定的时间 T ,若 B>

aT
T

, B > A > min{
a T ( 1 - T)

T
, B ( 1 - T) } ,则存在

　　f≤

T ln( 1 - T)
lnB ( 1 - T) - lnA - r

-
T

,x ≤ S1 ,

T ln( 1 - T)
ln(BT- aT ) ( 1 - T) - lnAT- aT ( 1 - T) ,

　　 x > S1 ,

使得 x ( T ) ≤ B.

　　证明　 ( 1)当 nf= T时 ,有 x ( T ) = x (nf) =

A ( 1 - T)n - 1er
-
T ,x ≤ S1 ,

A ( 1 - T)n - 1+
af
T

[1 - ( 1 - T)n ] , x > S1 ,

≤

A ( 1 - T)
T
f

1 - T
er
-
T , x ≤ S1 ,

AT- aT ( 1 - T)
T( 1 - T) ( 1 - T)

T
f+

a T
Tx > S1 .

　　 ( 2)当 nf < T时 ,有 x ( T ) =
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A( 1 - T)n er
-
T ,x ≤ S1 ,

A( 1 - T)n +
af( 1 - T)

T
[1 - ( 1 - T)n ]+

　　a( T - nf) ,x > S1 ,

≤

A ( 1 - T)
T
f

1 - T
e
r-T

, x ≤ S1 ,

AT- aT ( 1 - T)
T( 1 - T)

( 1 - T)
T
f+

aT
T

,x > S1 .

令
A ( 1 - T)

T
f

1 - T
e
r-T

≤ B ,有

　　f≤
T ln( 1 - T)

ln
B ( 1 - T)

A
- r

-
T

=

T ln( 1 - T)
lnB ( 1 - T) - lnA - r

-
T

.

令
AT- aT ( 1 - T)

T( 1 - T)
( 1 - T)

T

f +
aT
T

≤ B ,则 [AT-

a T ( 1 - T) ] ( 1 - T)
T
f≤ (BT- a T ) ( 1 - T) ,当 B >

aT
T

,B > A > min{
aT ( 1 - T)

T
,B ( 1 - T) }时 ,有

　　f≤ T ln( 1 - T)

ln
(BT- aT ) ( 1 - T) ]
AT- a T ( 1 - T)

=

T ln( 1 - T)
ln(BT- aT ) ( 1 - T) - lnAT- aT ( 1 - T)

.

于是　f≤

T ln( 1 - T)
lnB ( 1 - T) - lnA - r

-
T

,x ≤ S1 ,

T ln( 1 - T)
ln( BT- aT ) ( 1 - T) - lnAT- aT ( 1 - T) , x > S1 .

　　定理 2　对于系统 ( 2) ,若 B> A且 ( 1- T) erf≤

1,则任意给定的时刻 T ,存在

　　f≤
min{ 1

r
-ln B

A
, - 1

r
-ln( 1 - T) } , x≤ S1 ,

T(B - A )
a

, x > S1 ,

使 x ( t ) ≤ B , t ∈ [0, T ].

　　证明　当 ( 1 - T) er
-f≤ 1,即f≤ -

1
r
-ln( 1 - T)

时 ,系统 ( 2)在 ( (k - 1)f,kf]上的解

　　 x ( t ) =

A( 1 - T) k- 1er
-
t , x ≤ S1 ,

A( 1 - T)
k- 1

+
af( 1 - T)

T [1 - ( 1 -

　　T)k- 1 ]+ a ( t - (k - 1)f], x > S1 ,

≤
A ( 1 - T)

k- 1
e
r-kf

,x ≤ S1 ,

A+
af( 1 - T)

T
+ af, x > S1 ,

≤
Aer

-f,x ≤ S1

A+ af
T

,x > S1

,k = 1, 2,… ,n.

令 A e
r-f

≤ B ,得f≤
1
r
-ln

B
A

;令 A+
af
T

≤ B ,当 B >

A得 0 < f≤
T(B - A)

a
.于是有 　

　　f≤
min{ 1

r
-ln B

A
, - 1

r
-ln( 1 - T) } ,x ≤ S1 ,

T(B - A)
a

,x > S1.

　　定理 3　 对于系统 ( 1) ,若 B >
aT
T ,B > A >

max {aT ( 1 - T)
T

,B ( 1 - T) } ,则对给定的时间 T ,存

在f≤ min{
T ln( 1 - T)

lnB ( 1 - T) - lnA - r
-
T

,

T ln( 1 - T)
ln(BT- a T ) ( 1 - T) - lnAT- aT ( 1 - T)

} , 使得

S( T ) ≤ B.

　　定理 4　对于系统 ( 1) ,若 B > A ,则任意给定的

时刻 T , 存在 f≤ min{ 1
r
-ln B

A
, - 1

r
-ln( 1 - T) ,

T(B - A )
T

}时 ,有 S( t ) ≤ B , t∈ [0, T ] .

3　数值例子

　　 在蓝藻控制的实际工作中 ,对给定的时刻 T及

杀藻剂 (即T确定 ) ,选择适当 (最大 )的脉冲周期f,经

过 n = [
T
f

]次喷洒杀藻剂 ,能在时刻 T (时间 [0, T ] )

将蓝藻种群密度控制在经济阈值之下 .

　　 例 1　若 A = 10, B = 30,T= 0. 8, T = 4, r-=

1. 2,k= 1时 ,可以选择脉冲周期f= 1. 21,脉冲喷洒

杀藻剂 3次 ,就能使在时刻 4,将蓝藻种群密度控制在

经济阈值 30之下 .

　　 例 2　若 A = 10, B = 30,T= 0. 8, T = 4, r-=

1. 2,k= 1时 ,可以选择脉冲周期f= 0. 92,脉冲喷洒

杀藻剂 4次 ,就能使在时间 [0, 4]内 ,蓝藻种群密度都

控制在经济阈值 30之下 .

　　数值例子说明 ,我们可以在有限时间内 ,选择适

当的杀藻剂和脉冲喷洒次数 ,将蓝藻种群的密度控制

在经济阈值之下 .

　　本文通过求微分方程动力系统的边值问题的解 ,

解决了有限时间内将蓝藻种群的密度控制在经济阈

值之下的问题 ,并给出确定最大脉冲周期的方法 .
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这说明∑
+ ∞

s= s
1
∫t∈ N s

∑
n

i= 1

qi ( t ) x ( t - ei ) dt <+ ∞ ,由已知条

件得 lim
t→+ ∞

infx ( t ) = 0.假设 l
* = - ∞ ,由 ( 5)式可得

lim
t→+ ∞

supx ( t ) = + ∞ .
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