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摘要 ：在 7
—
1(0)n  C ≠ 彩 的条件下 ，结合文献[5]的思想给出一个求解 ；∈ 7… (O)n  C 的近似邻近点算法 ，并

  

证明新算法的收敛性 ． 该算法的误差准则比较宽松 ．
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 Abstract:Suppose 了
～
1(O)n  C

、

≠ 正芗． In  this paper,we  construct  an  approximate  proximal  point

 

 algorithm  for solving z ∈ 丁T
一

1(O)n  C  based  on  the  work  of Solodov  and  Svaiterc5] and  prove  the

 

 convergence  of the  algorithm.  The  error  criterion  in this paper  is less restrictive.
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设 丁 是 尺
”

空间到其 自身的一个集值映射 ， 称 7 ’

  

是单调的 ，如果对任意的 z ，y ∈ D(T) ， 任意的 甜 ∈

 

 T(x) ，训 ∈ T(y) ，总有

     

 <u-v ． z 一 y> ≥ O ，

  

其中 < ．
，

． > 表示 R" 中的内积 ， D （丁）表示 ，， 的定

  

义域 ， 称 71 是极大单调的 ，如果 7
’

是单调的且它的图

  

象 grh （丁）不真包含于其它单调算子的图象中， 极大

  

单调算子理论是研究凸优化问题 ，极小一极大问题 ，互

  

补问题及变分不等式的重要工具‘卜 3]
．

      

关于极大单调算子理论的中心问题是

      

找 T ∈ R
”

使得 0 ∈ 丁(  r)．

   

 (1)

      

求解 问题 (1) 的一个经典方法 是邻近点算法

 

 (PPA)c4]: 设 z
’

∈ 尺
“

是该问题的当前近似解 ，新的迭

  

代点 √ +1
通过解集值映射方程

     

 0∈ 丁(z)+ 脂(z — F)

   

 (2)

  

得到 ，其中 />0 ． 由于在许多情形下求解问题 (2) 是 ．

  

不可能的 ，或者其困难程度与求解原问题 (1) 几乎是

  

相当的 ， 因此人们转而考虑近似地求解邻近子问题 ，

  

即找 1'+1 ∈ R
”

，yi+l ∈ 丁(■+1) 使得
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 O 一 ∥+ ’
+ “（■

川 一 ■）+ 一 ，

   

 (3)

  

其中 f 表示问题 (2) 不精确解的误差 ． 在文献[4]中 ，

 

 Rockafellar 给出误差准则

      

忙lI≤ q 所 ， ∑q<oo

   

 (4)

     

 l= ¨

  

和

      

忙lI≤ ai  /4t,llr'+l

 

 -

 

 rill,∑西 <oo.

   

 (5)

     

 f=U

  

其中准则 (4) 保证了邻近点算法的全局收敛性 ，准则

 

 (5) 还附加其它一些条件就保证算法的局部线性收

  

敛率 ．

     

 1999 年 ，Solodov 和 SvaiterEsJ 通过构造一个严格

  

分离当前迭代点 一 与解集的超平面 ，再把当前迭代

  

点 z 投影到该超平面上获得新的迭代点 Xi+l ． 文献

 

 [5]中不要求松弛因子 吼 一 O ， 因此其误差准则比文

  

献[4]中的更为宽松 ，从而算法更便于执行 ．

  

．

    

然而 ，人们常常要在一个限定的区域内求极大单

  

调算子的零点 ． 设 C 是 R" 空间中的一个非空闭凸集 ，

      

找 z ∈ C 使得 0 ∈ 丁(z) ．

   

 (6)

      

问题 (1) 是问题 (6) 中 C 取 R" 的特殊情形 ， 因此

  

问题 (6) 是 比问题 (1) 更一般的问题 ， 最近 ． Yang 和

 

 Hec6J在文献[7 ，8]的基础上给出了求解问题 (6) 的一

  

个近似邻近点算法 ．

      

本文基于文献[6]的思想 ，通过修改文献[5]的算
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法 ，建立了一个求解问题 (6) 的近似邻近点算法 ．

      

和文献[6]- 样 ， 我们假设在闭凸集 C 中丁 的零

  

点集 (简记为 丁-1(O)n  c) 非空 ．

 

 1 算法

      

步骤 1 ：取 IO ∈ C 为初始值 ， 盯 ∈ [O ， 1 ）；

      

步骤 2 ：已知 ∥ ∈ C ，朋 >O ，找 y ∈ R" 使

     

 O-v
‘

+Pi(Y'
 - 一 )+f ，u

’

∈ 了1(y) ，

   

 (7)

  

其中

   

 I】f  0≤ amax{lI训
‘

0，户：lIy
‘ -  1111};

   

 (8)

    

步骤 3 ：若 y 一 一 ，停止 ；否则 ，计算

   

 .+
， 一 PcExi  -S 羔尘一 一 y2 口f]，

   

 (9)

     

 y 胪

  

其中 雎 ≤ 户 < 。。
，P 。( ． ) 表示闭凸集 C 上的投影算

  

子 ，

      

注

  

假设算法在第 i 步迭代时停止 ，即 y?
一 ∥ ，

  

由(7) 式可得 勘
i 一 一 ∥，从而 忖0 一 忙』， 另一方面 ，

  

由(8) 式知 忙』≤ 仃忖0， 因此 （1 一 盯）忖』≤ O ，由盯 ∈

 

 [0，1) 我们可以推出 u
’ 一 O ，因此有 O ∈ 丁（一），而 一

  

∈ C ，这时 一 是问题(6) 的一个解 ，

      

以下总假设算法产生无穷序列 {一 }．

 

 2

  

定义及引理

      

在算法中 ，我们首先关心算法的可定义性 ，其一

  

是 (7) 式中的 y 是否存在 ． 我们可 以把 (7) 式等价地

  

写成

      

一 一 丢∈ y+ 去丁(y) ．

   

 (10)

  

引理2.1 对 y 的存在性给出了肯定的回答 ．

      

引理2.1[93 设 卢为一正数 ， 彤 上的算子是单调

  

的 ，当且仅当其预解式 J 口
一 （J+ 弦）

-1

是严格非扩

  

张的， 进一步 ， 71 是极大单调的 ，当且仅当 ，一是严格

  

非扩张的 ，而且 Dom （J 口）一 P ．

      

其二 ，由于 C 是闭凸集 ，则 (9) 式中的∥+1
是可定

  

义的 ，

      

定义 2.1[101 设 C 是彤空间中的非空闭凸集 ，投

  

影算子 Pc( ． ) 定义为

     

 Pc(2)=argmin{ 2̈
一 z1|:z∈ C),

  

其中¨0表示 Euclid 范数 ，

      

．

 

 4

      

引理2.2[1  0] 设 C 是 R
“

空间中的非空闭凸集 ，投

  

影算子 Pc( ． ) 有如下性质 ：

     

 (i)<z —
Pc(2) ， P( ’(z) 一 y> ≥ O ，V  2 ∈ 殿 ，

 

 V  y ∈ C ；

     

 (ii)||Pc(y)一 Pc(2) 』≤ 』y 一 圳I，V  y，z ∈ R
”

；

     

 (iii)1|Pf(y)一 zlI
 2
≤ Ily— z 2̈一 II了 一

Pc(y) 』
2

，

 

 V  z ∈ C ．
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 3 算法的收敛性

      

定理3.1

  

设 {∥）， { yi）， {一）是 由算法产生的序

  

列 ，则

     

 (a){∥ } 为有界序列 ；

     

 (b)  limllr' -  y'll一 O ；

     

 J一∞

     

 (c) lim vi 一 0 ．

     

 f—．0C

      

证明

 

 (a)记

     

 H,:={z ∈ R
”

I<  vi,r  -y> 一 0},

     

 H．

’

：一 {丁 ∈ R"I  <v ’

，z-  y'> ≤ O} ，

      

∥ ：-x ， 一 冬 铆
‘

，z
‘ 一

     

 Iif
≯2u ’ =P ，，（一）．

  

我们先证明 H ， 严格分离当前迭代点 ∥ 和问题 (6) 的

  

解集 S ． 对任意的 z
”

∈ S 一 71_1(O)n  C ， 由 7
’

的单

  

调性有

     

 <v ‘

，z
。

-y> ≤ 0 ．

   

 (11)

  

还需要证明

     

 <  vi，■ 一 y>>0 ．

   

 (12)

  

为此 ，我们对误差准则分两种情形讨论 ，

      

情形 l 若 一0 yi  -z 川≥ llvi0，则有 忙lI≤ d 肟眇

 

 -  rill.由(7) 式和 Cauchy-Swarz 不等式可得

     

 <∥ ，∥ 一 y> 一 < 肛（丁
’

-j ，
7

）一 掣 ，丁
’ -  v> 一

 

 p,llxi -y 』
2 一 <  ei，■ 一 y> ≥ HI  lr' -  y'II2 -

 

 II~iII II.ri -  yiII≥ Pi(1-d)II √ -  y'IIz>O;

   

 (13)

      

情形2 若 llillyi -  ri II</viII,则有 忙0≤ allvill.

  

由(7) 式和 Cauchy-Swarz 不等式可得

     

 < ∥ ，一 一 y7> 一 去< 副
。

，tJf+ ￡，> ≥

  

去（忖』
2 一 桫川eflI）≥

l-a
忖0 2>o ．

   

 (14)

      

这样我们证明了超平面 H ，是严格分离当前迭代

  

点 ■ 和 问题 (6) 的解集 5 的 ， 因此 2』一 PII （一）一

 

 PH* （一）． 又因为 z
‘

∈ H ，

‘

， 在引理2.2 的性质 (i)中

  

令 z
 - ■ ，C=H ，

’

，y-z
’

可得 < ■ 一 ∥ ，z  -z
“

 

 >≥ 0 ． 再注意到 x
件 1 一 Pc  (zi)，z

’

∈ C ， 在引理2.2

  

的性质 (iii)中令 y
一 ∥ ，z — z

’

可得

     

 lIli+l -z'II
 2≤ llz' -z'I 【

2  -

 

 llzj -  li+l 2̈≤ llzi -T'0  2,

   

 (15)

  

从而

     

 IIxi -z
’

』
2 一 IIli -  Z1II2+ lIZ

’ 一 丁
’

』
： +2<

  

■ - ∥ ，∥ -z
’

> ≥ llxi -  2ill2+

 

 lIZ一 z'11
 2 一

  

（ s 型
彳号亍

里2 ）
2

 

 +

  

忖

  

一

  

丁
’

I J
 2

  

≥

  

（茎立二箭示j 』三）2+ 』一
¨ 一 z

”

限

   

 (16)

  

因此序列 {Il.r' -z
’

¨ 是单调递减的 ． 由单调有界原
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理知 lIl.a一 z+ ¨ 收敛 ，从而得到 {xi）是有界的 ．

     

 (b)先证

     

 < 口
‘

，a  -y ≥ ≥ （1- 盯）llxi -  y' II

   

 (17)

     

 llvi II

      

若 雎 yi
 - 一』≥ 忖¨ 由(13) 式可得

  

鱼高尘 ≥ 盟≈舻型 ≥

 

 p,(l
 - 盯)lI ri  -  yt IIz一 （1 一 盯）0一 -

 yi忆

      

∥，llyi -z
‘

』

      

若 雎l∥ -  rill<llvi II， 由(14) 式可得

     

 < 可
‘

' 一 一
y ≥ ≥与≯lI∥II>

     

 llv' II

 

 (1 -  a)Il.ri -  yill

      

这样 ，就证明了 (17) 式成立 ． 把 (17) 式代人 (16)

  

式并整理可得

     

 (1 -  a)2/.ri一 y'  II2≤ 』■ -z+ 』
2  -

 

 II—+l 一 z
’

忆

  

从而

     

 (1  -  U)2∑ lll-i -  y1 II2≤ ∑（llli -  1'II2 -

     

 l=O

   

 =0

 

 IIi+] -z+l 】
2
）一 lllo -z+ll

 2  -

 

 llln+l一 z+II
 2
≤ lllo -z

”

怦

  

令 规 一 。。 得到 (1

 

 -  a)2∑ ILri一 y1/2≤ ILzo -z'll
 2

      

，=O

  

，因此 limII.ri一 yi/ 一 0 ．

     

 (c)先证

      

墨生一 一
y

 4

≥ ≥ 与≯lI∥lI．

   

 (18)

     

 IIvilI

      

若 一11∥ - ∥ II≥ llv'l{，由(13) 式可得

      

墨！
’

，一 一
： 型土二 盯’忖 二』虻 ≥

      

忖 1
生≥ ≥

    

忖 I

  

等…I≥
i,ulldll

；

      

若 PiIIYi -  ri II<IIvi忆 由(14) 式可得

     

 < 可
‘

，∥ 一
y ≥ ≥

l-a
桫』≥ L

吾
！忖忆

     

 vi』

  

这样 ，就证明了 (18) 式成立 ． 把 (18) 式代人 (16) 式并

  

整理可得

      

（L 三』）2lI∥ lI
 2
≤ 』∥ 一 z+ 旷一 ll一

¨ 一 x
。

忆

     

 P

  

类似于 (b) 的证法可得 limv ‘ -0 ．

      

定理3.2 设 { ri}， ( yi)， vi} ， {f} 是由算法产生

  

的序列 ，则 { ri}收敛于问题 (6) 的一个解 ，

      

证明

  

由定理 3.1 的第一个结论知 ， {1i）有界 ，

  

因此至少存在一个聚点 z ，设子序列 {z4 ）收敛于 z ，

  

由定理 3.1 的 (b) 知 ， {y'k）也收敛于 z ， 由 丁 的单调

  

性 ，对任意的 z ∈ R ，“ ∈ 丁(z) ，我们有 O ≤<z 一
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 y'k，甜
- 口o> 一 <z-  y'k，“ > 一 <z-  y'k，u4> ． 令

 

 k一∞ ，有 y_
一 z ，口% 一 0 ，于是 <z 一 ；，u> ≥ 0 ． 由

 

 71的极大单调性知 O ∈ 丁 (z) ． 由于 {∥）C  C ，又 /k

  

一 i ， 注 意 到 C 是 闭集 ， 因此 z ∈ C ， 从 而 T ∈

 

 T-lco)n  c.

      

为了证明 ∥一 z （j一 OO ）， 在 (16) 式中令 z
’ 一 ；

  

知 lIl-i - 硎 ）收敛 ，再由 rih — i 知 IIXih - 硎 一 0. 又

  

因为一个收敛数列与其任一子列的极限相等 ，故 0∥

 

 -rrll一 0 ，即lim\r'一 i ．
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