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摘要 ：讨论一类非常广泛的不同分布随机变量列两两 NQD(Negatively  Quadrant  Dependent) 的性质 ，在恰当的条

  

件下给出该随机变量列的 Marcinkiewicz 型强大数定律 ，推广了独立情形下的强大数定律 ，
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 Abstract:In  this  paper,  utilizing some  important  results  of  random  variable  at  first,then  the

 

 Marcinkiewicz  type  strong  laws  of  large  numbers  for  pairwise  NQD  series  with  different

 

 distributions  are  established  and  some  strong  laws  of large number  in the  pairwise  independent  case

 

 are  extended.
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文献 [1]中 ，称 r ． v ． X 和 y 是 NQD  (Negatively

 

 Quadrant  Dependent) 的 ，若对 VI ，y ∈ R 有

     

 P(X<z,y<y) ≤ P(X<z) 尸(y<y).

  

称 r.v ． 列 {X 。 ；，2 ≥ 1} 是两两 NQD 的 ，若 Vi ≠ J ，X ．

  

与 X ， 是 NQD 的 ．

      

这一概念是 Lehmann 在 1966 年提出来的 ，此后

 

 Matula 获得了与独立情形一样的 Kolmogorov 型 的

  

大数定律[2]
． 两两 NQD 是一类非常广泛的随机变量

  

列 ，利用它可以解决大量现实中存在的问题 ，对其性

  

质的研究有很重要的意义 ． 迄今为止 ， 已经有不少文

  

献对两两 NQD 的性质进行了研究 ． 比如 ，吴群英‘3]

  

讨 论 了 两 两 NQD 序 列 的 三 级 数 定 理 ， 以 及

 

 Macinkiewicz型的强大数定律 ，并且得到了与独立情

  

况一样的完全收敛定理 ；万成高‘a1对两两 NQD 列大

  

列 ， 在 恰 当 的 条 件 下 给 出 该 随 机 变 量 列 的

 

 Marcinkiewicz型的强大数定律 ．
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相关引理

      

本文约定
“
C

”

表示与 胛 无关的常数 ，如无特别说

  

明在不同的地方取不 同的值 ，

“
《 ”

表示通 常的大

 

 "O" ．

      

引理 l[6]

  

对事件序列 {A 。 ），随机变量序列 {L ）

  

及整数序列 {玎， ；1
 -

翘l< ，z2  <1} ，有

                                                                                                                                                               

 ri- cx)

             

 j=  I

      

 n=nj

     

 (2)若∑P （ max  I厶I≥ e ）对一切 e>0 收敛 ，

     

 J=l

    

”
J
≤”< ”

，+1

  

则 L — O  a． s ． （，2 一 ∞）．

  

数定律作过重要的研究 ；王岳宝等‘j3对两两 NQD 列 -
．

    

证明

      

 nj+i'

 

 (1) i-d cj =

  

 U

     

 H= ¨

  

若干极限定理进行了讨论 ， 本文讨论一类两两
NQDB

    

’

      

∞
，则由 Borel-Cantelli 引理知
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 P(IimC ，) 一 0 ．

     

 J
—+cc

      

。。

  

注意到 I

     

 ^=I

  

。。

    

。。 ∞ nj+l-l

 

 UA 。 =IU  UA 。 ，可知瓦五A 。
一 面五C 。 ，

  

月 =Ik=  I j=k

 

 n-n
．

   

 H一∽

    

”一cc

  

于是有 P(~A 。 ) 一 0 ． 即结论成立 ．

      

¨—-00

     

 (2)对任意的 e>0 ，记 D 。
一 <I L I≥ e ），则
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一
…
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∑
:ii

  

若

   

 A

  

ChaoXing



   

 {  max  l己I≥ e} 一 U  Di.

      

”
J
≤”< ”

J+1

    

”一”
，

  

于是 ，对一切 e>o ， ∑P （ max 慨 l≥ e ）收敛 ，则

     

 j-1

    

”
J
≤”< ”

J+l

  

妻尸（

”
’

甘1D 『l）< 。。
， 这样 ，由(1) 知

 

 j-l

    

“一 “
』

     

 P(I  ucICnl≥ ￡)) 一 0 ．

     

 n=1k=n

  

由此得 ，莹，
一 O  a． s ． （咒 一 。。 ），故结论成立 ．

      

引理 2[31

  

设 r ． v ． X 和 y 是 NQD 的 ，则

     

 (1)EXy ≤ EXEY ；

     

 (2)P(X<z,y<y) ≤ P(X<z)P(y<y),

 

 \/ x,y ∈ R;

     

 (3)如 r,s
． 同为非增 （或非降）函数 ， 则 r(X) 与

 

 s(Y) 仍为 NQD.

      

引理 3[7]

  

设对 r ． v ． X 存在 p>O ，使 EIXlp<

  

∞
，则

     

 limxpP(IX  l>z) 一 0 ．

      

丁—．。。
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主要结果及证明

      

定理 1

  

设 {X 。 ；，z ≥ 1 ）是一两两 NQD 随机变量

  

列 ，且满足 ：

     

 (1)var(X 。 )<oo ；

 

 (2)宝第< 。。
，其中 Bi 一

  

则当 咒 一 oo 时 ，咒 一 ∞ a ． s ．

      

证明

  

不失一般性 ，不妨设 EX 。 -0 ，，2 ≥ 1 ． 记

 

 A,,一 丢砉墨 ， 则由引理 2 得

    

∑P(  max  lAl≥ 。) 一 妻P （
∥

若
。 1

 l A。 l≥

   

 m-0

   

 2m≤”<2m+l

   

 =O

   

 H=2
用

     

 00  2m+l_l

  

。) ≤ ∑ ∑ P(1  A。 I≥ ￡) ≤ ∑
2

’”

童
1

笔坚：

  

。
。+1 一 ， ∑varX ；

  

∑ 气万
一 一

  

”一 2
州

  

圣互舞≤ 吉薹
2

薹
1

参一 吉耋薹参．

  

这里 Z是满足 2
科1> ，z 的最小非负整数 ， 由z 的取法可

  

以知道 22l+2> 卵
2

，即去< 三，于是有

    

吉蚤薹参一 吉薹妻害基一

  

吉蓥雾妻刍≤ 吉茎警g1 土万
一

  

蓦茎第一 ．
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因此

      

∑尸(  max

 

 lA。 1≥ e)< 。。
．

     

 m=02m<n<2m+l

  

这样由引理 1 可知 ，丢奎墨 一 o  a.s ． 定理 1 证毕 ．

      

若 B2 与 nlog-Pn ， (p>1) 同阶 ， 则有 以下的推

  

论 ．

      

推论

  

设 {X ，，；行 ≥ 1} 是一两两 NQD 随机变量

  

列 ，且满足 ：(1)var(X 。)< ” ；(2)B ：一 0 （nlog-Pn ），p

 

 > 。， 则当 以 一 。。 时 ，去客（墨 一 EXk ）一 o  a． s ．

      

由定理 1 的证明容易证明推论成立 ，

      

定理 2

  

设 {X 。 ；咒 ≥ 1 ）是一两两 NQD 随机变量

  

列 ，X 是一随机变量 ，若它们满足 ：

     

 (1)EIX  l<ac ；

     

 (2)∑j-2var(X,I(IX:I<i 》 <..;

     

 i-1

     

 (3)]z 。 >O ， 当 r>z 。 时 ，P(  IX。 l>T) ≤

 

 CP(  IX l>x) ，V 咒 ≥ 1 ．

  

则当 规 一 。。 时 ，去客cxt  -  EXk ，一 o  a． s

      

证明

  

这里不妨设 X ，， ≥ 0 （不然可以分别讨论

 

 {X才）与 {Xn ））． 令

     

 X:  -X 。，（X 。 ≤ 挖）+nI(X.>n).

  

则由引理 2 可知 ， {X: ）还是两两 NQD 列 ，

    

去客(Xk  -  EXk卜丢砉“咒 一 Xk  H

 

 (Xk*  -  EXk 、)+(EXk*  -  EX^ 》 AI1 十 I  2 十 I  3,

  

故只需证明当 n 一 。。 时 ，11 一 O ，I2 — O ，a ． s ． I3 一 O 即

  

可 ，

      

∑P(X 。 ≠ xf) 一 ∑P （x 。 > 卵）《 ∑P(x>

     

 n=1n-l

   

 n=l

 

 n)《 E  lXi<aa ，

  

故由 Borel-Cantelli 引理知 J1 一 O  a． s ．

      

记 T 。
一 ∑xf ，m 一 [∥] ，某 以 >1 ，ve>o ，根

     

 ^=1

  

据 Chebyshev 不等式以及[ah]≥等得到

  

∞

  

∑P(IT.k
 -

 ETnkl> 翩。) ≤ e
一2

善兰筹土≤

 

 一̂ 1

  

誊≥薹警 ≤

  

雅
≤ 4~-2 ∑varx 责 ∑ 以

      

州一 lk ≥logam
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篙薹埘

 

 var(ml(IX 。 l

  

告≥薹卅

 

 EIX  l< 。。
．

 

 2
《var(XmI(IXm  ~≤  m》 )  +

 

 2(var(XmI(IXm  ~≤  m》 )  +

  

由此可得 ，当 k-o 。 时 ，nkl(Tn.
 -  ET

～
) 一 O  a． s ．

  

因为 m 十+  oo
，故 V  n ∈ Ⅳ ，jk ∈ Ⅳ ，使 ‰ ≤ n<

 

 7lk+1 ，故

     

 71
～

-  ET
～“

≤
7 ’

一

-  ET 一

≤ 三鱼王

     

 n,t+i

    

咒

  

而

     

 Tnk+,
 -

 ET.,^

   

 T,,k十 I

— E 丁
～+1

     

 ___

   

 _ ：=____

     

 n^

   

 12k+1

 

 HI+1

  

∑EX 未

  

！ nk一 全 Il,+112.

      

卵^

    

 0 ≤  I12  =

 

 EIX  l(a2 _  1).

  

从而

 

 -
 ET,^

  

咒^

  

．
nk+l 上

     

 72^

  

≤ ElX  l
 7lk+l

 -
苎 ≤

      

，z^

 

 _T
～+--  ET

～
≤ EIX  l（口2-1 ），

 

 一̂∞

    

咒^

 

 T7,
 -

 ET.
≤  EIX  l (a2

      

 n

 

 -1 ）．

      

另一方面 ，我们用上面同样的方法可以得到

     

 lim
 T,,

 -
 ETn

≥ EIX  I（去一 1）．

      

：

    

挖

      

，T—- ∞

  

令 a11 得到

     

 O≤ lim
丁一

-  ET 一

≤ lim

     

 ^=磊

    

咒

   

 H一∞

  

雨五
7'n

 -  ET ”

≤ O ，

  

月一∞

    

竹

 

 71n
 -  ET,,

≤

      

，z

  

故当  n  --  oo 时  I2一  0  a.  s.

          

 IEX:

 

 -  EX,, I =

 

 IE(-  XJ  (X,,>n)  +  nI(Xn>

 

 l)P(k<Xn ≤ 志 +1)+ ，zP(X 。 > ，2) 一

 

 lim∑ (kP(Xn> 正)-( 惫 +l)P(Xn> 五 +1)+

 

 m-oo
 k=n

 

 P（X 。 > 是））+ ，zP （X 。 > 以）一 lim( ，2尸(X 。 >n) 一

      

，竹—．“

  

（研 +1 ）P(x 。 >m+1)+ ∑P （x 。 > 足））+

     

 k- “

  

心P （X 。 > 以）．

      

由于 E\Xl<aa ，又因为 j  z。>O ，当 r>xo 时 ，

  

尸(IXnI>z) ≤ CP(  IX I>z) 及引理 3 ）可知

     

 limnP(X,,> ”) ≤ C  limnP(X> 咒)-0,

     

 H—．。。

   

 n—．。。

     

 lim∑P(X*> 矗) ≤ c  lim∑P(X> 矗) 一 o ．

      

一 -

 k=n

   

 n-c(_
 k=n

  

从而 EX:  -EX 。
一 O,n 一 oo. 由 Toeplitz 引理可知 I3

  

—+  O,n —’ co.

      

综上可知去砉(墨 一 EXk) 一 O,Tl 一 ∞
，a ． s ． 定

  

理 2 证毕 ，
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科学家找到化学官能团与碳纨米管间相互作用的测定方法

      

从未来新型传感器和纳 米装置工程的发展角度 出发 ，人们 必须认识碳纳米管和各个化学官能 团相互 间的

  

作用 。 碳纳米管十分微小 ，这导致人们很难测 定单一分子在碳纳米管表面 的 附着力 。过去研究人员只 能依赖模

  

型 、 间接测量和较大微尺度实验 。 美国科学家将纳米管探针的接触 区域减少到 1.3 纳 米 ，采用化学力显微镜方法

  

准确地测定 出单一官能 团与碳纳米管的 附着力 ，碳纳米管和官能 团之间的相互作用力并不 遵循常规极化增强

  

的趋势 ， 而是依赖 于它们 两者间复杂的 电子相互作用 。 测定官能团和碳纳米管间相互作用 的能力可帮助人们在

  

今后设计纳 米复合材料 、 纳米传感器或分子组装时 ， 消除人为的猜想 ，从而制造 出更好更强 的材料以及更灵敏

  

的装置和传感器 。

    

（据科学网 ）
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