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摘要:基于 Drucker公设 , 利用塑性体应变增量 、等效塑性应变增量等塑性指标 , 假定金属材料的塑性体应变增

量为零 , 设材料屈服时的 dεp 与应力状态无关 , 通过严密的数学导出双剪准则 , 并在数学上解释双剪准则.
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Abstract:Double shearing criterion and most of other yield criteria for metal were set up on the base of re-
searching results.By using the two plastic indexes , i.e.the plastic volumetric-strain increment and the equiv-
alent plastic strain increment under yield condition , the double shearing yield criterion is strictly deduced on
the basis of plastic flow rule drawn from plastic flow rule of Drucker postulation.A mathematical explanation

is given to the double shearing yield criterion.
Key words:double shearing yield criterion ,Drucker postulation , plastic flow rule , plastic volumetric-strain
increment

　　固体力学在研究材料的塑性性质时首先要确定

材料的屈服点 ,特别是在复杂应力条件下的屈服 ,因

此屈服准则或屈服条件的确立极为重要.

　　关于塑性屈服面 , 历史上曾提出过不同的假

设[ 1] ,第一个假设是 G.Galileo 在 17世纪提出的 ,他

认为当材料的最大拉应力达到 σs 时材料进入塑性状

态.这一假设已经被试验否定.第二个假设是圣维南

提出的最大正应变理论 ,该假设也一样被实验否定.

在此之后 E.Beltrami提出当弹性能达到一定值时 ,材

料开始屈服 ,这个假设与试验也不符
[ 2]
.直到 1864年

H.Tresca提出第一个正确的屈服条件 Tresca 准则 ,之

后又出现了各种基于实验的屈服准则[ 3 ～ 10] .

　　对于金属材料来说 , Tresca 准则 、Mises 准则是 2

个常用的屈服准则:Tresca发表了关于金属挤压的实

验报告 ,指出金属在最大剪应力达到某一量值时材料

即发生塑性流动 ,从此产生了关于金属材料的第一个

屈服准则 ,它适用于剪切屈服极限和拉压屈服极限之

间的关系 ,满足 τs =
1
2
σs 的材料.之后 ,Mises(1913

年)使用应力的第二不变量 J 2 = c 来拟合试验点 ,适

用于剪切屈服极限和拉压屈服极限之间的关系为 τs

= 1

3
σs 的材料

[ 11] .后来的力学工作者也多从试验的

角度得出不同的屈服准则 ,其实质是根据大量的试验

数据采用经验的方法 , 以某种函数来拟合试验数

据[ 12] .因此得出的屈服条件都经受住了实践的考验 ,

但也导致了其只是对其试验过的材料能很好适用.我

国学者在塑性力学的研究中提出了一些观点
[ 13 ～ 14]

.

1961年 ,俞茂宏提出了双剪应力屈服准则 ,并使之满

足 Drucker公设的屈服面的外凸性条件[ 12] .但所有这

些准则 , 从未见有人给出严格的数学推理和解释.

Drucker公设[ 15] 是所有金属材料都满足的基本公设 ,

由该公设可以得出 2个重要结论:屈服面外突和正交

流动法则 dε
p
ij =dλ

 f
 σij
.本文从 Drucker 公设得出的

流动法则出发 ,利用 2个塑性指标的特性 ,从理论上
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对我国学者俞茂宏先生提出的双剪应力屈服准则作

以解释.

1　双剪屈服准则[ 11]

　　各向同性材料的屈服准则 ,可以表述为3个独立

的应力不变量或 3个主剪应力函数 ,即:

　　f(σi)= f(I1 , I2 , I 3),

　　f(σi)= f(J 2 , J 3)或 f(σi)= f(τ12 , τ23 , τ31),

式中 , I1 , I2 , I3为应力张量不变量;J 2 , J 3为应力偏量

不变量;τ12 , τ23和 τ31 为3个主剪应力.

　　俞茂宏于 1961年提出了双剪应力屈服准则(双

剪准则),满足 Drucker公设的屈服面的外凸性条件.

双剪应力屈服准则认为材料的屈服决定于 2个较大

的主剪应力:最大剪应力 τ13和中间主应力 τ12或τ23 ,

它的数学表达式为:

f =τ13 +τ12 =σ1 -
1
2
(σ2 +σ3)= c , τ12 ≥τ23 ,

f′=τ13 +τ23 =
1
2
(σ1 +σ2)-σ3 = c , τ12 ≤τ23.

　　在实际使用时可以根据 τ12 ≥τ23或 τ12 ≤τ23选

用 f或 f′.双剪应力屈服准则的菱形十二体剪切模型

如图 1所示.

图 1　双剪应力屈服准则的菱形十二体剪切模型

　　Fig.1　Twelve-plane body and principal shear stress model of

double shearing yield criterion

2　双剪准则的导出

　　设屈服函数的形式为 f =f(I1 , J 2 , θσ)=0 ,在

主应力空间中 ,由 Drucker公设所得的正交流动法则

可得:

　　dεpi =dλ
 f
 σi
, (1)

其中 , i =1 ,2 ,3;dλ为比例系数;I1 、J 2 、θσ分别为应

力的第一不变量 、应力偏量的第二不变量 、洛德角.

　　由(1)式得:

　　dε
p
1 =dλ(

 f
 I1
+

s1

2 J 2

 f
 J 2

+

cos
2
θσ
 f
 θσ
 tanθσ
 σ1

)=dλ(a +
s1

2 J 2
b +

cos2θσ
 tanθσ
 σ1

c)=dλ{a +
s1

2 J 2
b -

cos
2θσ

3
[

1
σ1 -σ3

+
2σ2 -σ1 -σ3
(σ1 -σ3)

2 ] c}, (2)

　　dε
p
2 =dλ(

 f
 I1
+

s2

2 J 2

 f
 J 2

+

cos2θσ
 f
 θσ
 tanθσ
 σ2

)=dλ(a +
s2

2 J 2
b +

cos2θσ
 tanθσ
 σ2

c) = dλ(a +
s2

2 J 2
b +

cos2θσ

3

2
σ1 -σ3

c), (3)

　　dε
p
3 =dλ(

 f
 I1
+

s3

2 J 2

 f
 J 2

+

cos2θσ
 f
 θσ
 tanθσ
 σ3

)=dλ(a +
s3

2 J 2
b +

cos2θσ
 tanθσ
 σ3

c)=dλ{a +
s1

2 J 2
b +

cos2θσ

3
[
2σ2 -σ1 -σ3
(σ1 -σ3)

2 -
1

σ1 -σ3
] c}, (4)

其中 , a =
 f
 I1
;b =

 f
 J 2

;c =
 f
 θσ
;tanθσ=

2σ2 -σ1 -σ3

3(σ1 -σ3)
;si为主偏应力;i =1 ,2 ,3且 s1+s2 +

s3 =0.

　　由(2)～ (4)式可得体应变塑性增量表达式如下:

　　dεpv =dεp1 +dεp2 +dεp3 =3dλ
 f
 I 1
=3adλ.(5)

　　对于金属材料 , 试验表明在塑性变形阶段可认

为材料的体积是不可压缩的 ,则可假设

　　dεpv =0 , (6)

由(6)式得 a =
 f
 I1
=0 ,可见屈服函数 f 与 I1无关.

　　由(2)～ (4)、(6)式可得:

　　(dεp)2 =
2
3

dεpi ·dεpi =
2
3
(dλ)2(

1
2
b
2 +

8J 2cos
2θσ

(σ1 -σ3)
4 c

2
+2cosθσbc(s1(σ3 -σ2)+s2(σ1 -σ3)+

s3(σ2 -σ1))/ 3J 2(σ1 -σ3)
2)=

2
3
(dλ)2[

1
2
b
2 +

c
2

(σ1 -σ3)
2] , (7)

其中 , dεp 为等效塑性应变增量.

　　假设材料屈服时的dεp 与应力状态无关 ,且对洛

德角不敏感 ,不妨取 c =
 f
 θσ

=0(即 f与θσ无关), b

为常数 ,则由(7)式得:
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　　b
2 =(  f

 J 2
)2 =k 1 , (8)

其中 , k 1为大于 0的常数.

即有
 f
 J 2

= k1. (9)

　　(9)式两端对 J 2 进行积分得:

　　f = k1 J 2 +k2 =0 , (10)

其中 , k 2为不为 0的常数.

　　以上屈服函数可以写成

　　f = J 2 +k =0 , (11)

其中 , k 为常数.

　　利用Drucker公设得出的流动法则 ,结合(11)式

计算可得:

　　dεpi =dλ
 f
 σij

=dλ
si

2r
, (12)

其中 , r = 2J 2.

　　由功能原理 ,塑性功增量为

　　dω
p
=σijdε

p
ij =σidε

p
i , (13)

把(12)式代入(13)式 ,有

　　dωp =σidε
p
i =

sisi

2r
dλ= J 2dλ. (14)

　　由(11)式及(14)式 ,可知
dw

p

dλ
为一常数 ,不难看

出

　　dw
p =(σ1 s1 +σ2 s2 +σ3s3)

dλ

2r
= s1(σ1 +

σ2
s2
s1
+σ3

s3
s1
)

dλ
2r
, (15)

当 s2 =-
1
2
s1 , s3 =-

1
2
s1时 ,则上式变为

　　dw
p
=(σ1 -

1
2
(σ2 +σ3))

s1

2r
dλ, (16)

并有 tan θσ=
2s2 -s1 -s3

3(s1 -s3)
=-

3
3
,则 θσ=-

π
6
.因

为

cos(θσ+
π
6
)=

3
2
cos θσ-

1
2
sin θσ=

3
2

1

2
(σ1 -σ3)/r -

1
2

1

6
(2σ2 -σ1 -

σ3)/r =
6s1
2r
, (17)

所以 　
s1
r
= 2

6
cos(θσ+

π
6
). (18)

　　把(18)式代入(14)式 ,得

　　dw
p
=(σ1 -

1
2(σ2 +σ3))

1

3
cos(θσ+

π
6)dλ,

故 　σ1 -
1
2
(σ2 +σ3)= 3

dw
p

dλ
= k ,

即 　σ1 -
1
2
(σ2 +σ3)= k .

　　此式即为俞茂宏 1961年提出的双剪屈服准则.

3　结束语

　　本文基于 Drucker 公设 ,利用塑性体应变增量 、

等效塑性应变增量等塑性指标的特性 ,假定金属材料

的塑性体应变增量为零 ,假设材料屈服时的dεp 与应

力状态无关 ,通过严密的数学推导 ,导出了双剪准则 ,

对该准则作了数学上的解释.在理论上加深了对屈服

准则的理解 ,使得双剪准则具有了更坚实的理论依

据.
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