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摘要:为了研究有流量附加约束的动态交通网络平衡问题 , 将附加约束等价地当作路径的新增阻抗 , 得到了基于
有流量附加约束条件下的Wardrop用户平衡的变分不等式表示 , 并提供了计算这种平衡配流的另一种方法.该方

法由于考虑了路径容量约束 , 使得这种变分不等式表示更接近现实中有路径流量限制的情形.
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Abstract:This paper examines the problem of dynamic traffic network equilibrium with path flow additional

constraints.This is an important part of the advanced transport network researches.We formulate the addi-
tional constraints as new adding road costs and present variational inequalities expression for the Wardrop us-
er equilibrium.According to our studies , one can develop a new equilibrium algorithm for the traffic flows.
Moreover , the more realistic capacity constraints are considered in the paper.
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　　在研究高速公路与城市道路交通时 ,交通分配模

型是预测实时交通流的有力工具 ,而交通流的动态特

性需要用动态交通分配模型才能得到实时的交通信

息.这一问题的实质就是动态网络平衡问题.1993

年 ,Friesz等[ 1]在前人研究的基础上 ,引入变分不等式

方法来研究动态交通网络平衡问题 ,将平衡态下驾驶

员对路径的选择行为(即所谓的 Wardrop 原理)表示

成一个变分不等式问题.此后 ,许多学者如 A.Nagur-

ney 和 J.H.Wu等人在用变分不等式研究动态交通网

络问题上做出了许多富有成效的工作[ 2 ～ 4] .但这些工

作都是建立在路径流量无附加约束的基础之上 ,而在

现实的交通管控中 ,交通管理部门有时需要对某些路

段进行流量的额外限制 ,这就是有流量附加约束限制

的交通网络平衡问题.Ran Bin[ 5 ,6]研究了这种平衡问

题 ,他的研究方法是将附加的约束融入到路径(路段)

的可行集里.这种方法没能反映出约束对路径(路段)

阻抗的影响 ,在应用上有诸多不便.本文的研究则是

将附加约束看成是路径(路段)阻抗的变化 ,并给出了

Wardrop用户平衡的变分不等式表示.同时 ,在本文研

究的交通网络中 ,考虑了路径容量约束 ,因而所研究

的情形更接近现实.

1　动态交通网络的描述

　　交通网络用一个三元组(N , A ,W)来描述 ,其中

N ={P1 , P2 , … ,Pp}表示节点集 , A ={a1 , a2 , … ,

an} N ×N 称为路段(或弧)集 ,W ={w1 ,w2 , …,

wl} 2
A
称为O/D对集.P i ∈ N表示点P i是交通流

产生或交通流到达的点 , a i =(P1 , P2)∈ A表示ai是

路段或弧 ,其起点是 P1 ∈ N ,终点是 P2 ∈ N.wj =

[ P1 , P 2] ∈ W表示wj是O/D对 ,它是由起点是 P1 ∈

N 和终点是P2 ∈ N 的有序节点列组成的集合 , wj 中

的元素称为连接 O/D对wj的路径 ,它是由起点为 P1

∈ N和终点为P2 ∈ N的有序点列构成的.记 P ={r:
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r ∈ wj , j =1 ,2 , …, l},它表示网络中的路径集 , m =

‖P ‖表示路径总数.

　　F(t) ∈ L
p([ 0 , T] , Rm

+), f(t) ∈ L
p([ 0 , T] ,

R
n
+), p >1分别称为路径流向量(函数)和路段流向

量(函数),[ 0 , T] 为问题所研究的时间区间.记

　　F(t)=(F 1(t), F2(t), … ,Fm(t))
T ,

　　f(t)=(f1(t), f 2(t), …, fn(t))
T ,

这里“ T”表示转秩.

　　一个可行的交通流必须满足如下 2个条件:
　　(1)路径容量约束:

　　λ(t)≤F(t)≤μ(t), a.e.于[ 0 , T] , (1.1)
其中 , λ(t), μ(t)∈ L

p([ 0 , T] , Rm
+)是已知的函数.

在许多文献里 ,容量约束没有被考虑 ,对路径流量函

数的约束仅仅是非负约束:
　　F(t)≥0 , t ∈ [ 0 , T] , (1.2)

很显然 ,(1.1)式包含了(1.2)式.
　　(2)交通需求约束:

　　ΥF(t)=g(t), a.e.于[ 0 , T] , (1.3)
其中 , Υ=(φjr)l×m是路段-路径之间的关联矩阵 ,即

　　φjr =
1 , 　r ∈ wj ,

0 , 　r  wj.

g(t)=(g1(t), …, g l(t))
T ∈ L

p([ 0 , T] , Rm
+)是已

知的 , 它表示时刻 t 的交通需求 , g i(t)表示时刻 t

O/D 对 i单位时间的交通产生率.
　　本文称满足(1.3)和(1.1)或(1.2)式的 F(t)∈

L
p([ 0 , T] , Rm

+)为可行流量.这样 , 带有路径容量约

束的可行流量集为集合:
　　K ={F ∈ L

p([ 0 , T] ,Rm
+):λ(t)≤ F(t)≤

μ(t), ΥF(t)=g(t), a.e.于[ 0 , T]}, (1.4)
而没有路径容量约束的可行流量集可表示为:

　　K1 ={F ∈ L
p([ 0 , T] ,Rm

+):F(t)≥0 , ΥF(t)=

g(t), a.e.于[ 0 , T] }, (1.5)
显然 ,当

　　Υλ(t)≤g(t)≤ Υμ(t), a.e.于[ 0 , T] (1.6)
满足时 ,集合K非空.在本文总假设K和K1的内部 int

K 和 int K1非空.

　　易证 ,在上述假设下 ,集合K和K1是有界的闭凸

集.

　　称映照

　　C:K(或 K1)|※L
q([ 0 , T] , Rm

+)(
1
p
+
1
q
=1)

为路径阻抗函数 , 其中 L
q([ 0 , T] ,Rm

+)为函数空间

L
p([ 0 , T] , Rm

+)的 对 偶 空 间.记 C(F)(t)为

(C1(F)(t), …, Cm(F)(t))
T ,其中 Ci(F)(t)路径 i

在时刻 t的阻抗 ,F ∈ K或K1.

　　为引入平衡概念 ,在乘积空间 L
q([ 0 , T] , Rm

+)×

L
p([ 0 , T] , Rm

+)上 ,本文定义:

　　〈A , F〉 =∫
T

0
(A(t), F(t))dt , A(t)∈ L

p([ 0 ,

T] , Rm
+), F(t)∈ L

p([ 0 , T] , Rm
+),

其中(., .)为函数空间 L
p([ 0 , T] , Rm

+)及其对偶空间

的对偶积.显然 , 〈., .〉是一个标准的双线性型.

2　无流量附加约束的动态交通网络平衡

　　所谓Wardrop用户平衡是指 ,在平衡状态下 ,没

有司机认为能通过单方面改变行驶路径可以达到减

少自己行驶阻抗的目的.下面分别给出有容量约束和

无容量约束情形的数学表达.

　　定义2.1　称 F
＊ ∈ L

p([ 0 , T] , Rm
+)为具有路径

容量约束的Wardrop用户平衡配流当且仅当 F
＊
∈ K

且对任意 O/D 对wj 和 r , s ∈ wj(j =1 ,2 , …, l),有

　　Cr(F
＊)(t)< Cs(F

＊)(t) F
＊
r (t)= μr(t),

F
＊
s (t)=λs(t).a.e.于[ 0 , T] . (2.1)

　　定义2.2　称 F
＊
∈ L

p
([ 0 , t ] ,R

m
+)为无路径容

量约束的Wardrop用户平衡配流当且仅当F
＊ ∈ K且

对任意 O/D 对wj和 r ∈ wj(j =1 ,2 , …, l),有

　　Cr(F
＊)(t)

=Uj(t),如果 F
＊
r (t)≠0 ,

>Uj(t),否则
(2.2)

其中 , Uj(t)=min(Cr(F
＊
)(t), r ∈ wj , a.e.于[ 0 ,

T] , j =1 ,2 , … , l).
　　于是 ,得到定理2.1.

　　定理 2.1　(1)F＊是满足于定义 2.1 的用户平

衡配流当且仅当它满足变分不等式

　　F
＊ ∈ K〈C(F＊),F -F

＊〉 ≥0 ,  F ∈ K.

(2.3)

　　(2)F ＊是满足于定义 2.1 的用户平衡配流当且

仅当它满足变分不等式

　　F
＊ ∈ K1〈C(F

＊), F -F
＊〉 ≥0 ,  F ∈ K1.

(2.4)

　　定义 2.2正是文献[ 1 ～ 6] 所研究的情形 ,故定

理 2.1(2)的证明可直接从这些文献中得到 , 定理

2.1(1)的证明可以仿照这些证明.

　　定理 2.2揭示出(2.1)式也有如(2.2)式的表达

形式 ,这事实上就是有路径容量约束的 all-or-nothing

算法的基础.

　　定理2.2　F
＊ ∈ K是满足(2.1)式的Wardrop用

户平衡配流当且仅当它满足以下条件:对任意 w ∈

W ,存在函数 hw :[ 0 , T] ※R ,对任意 r ∈ w ,在[ 0 , T]

上几乎处处有

　　Cr(F
＊)(t)≤hw(t) F

＊
r (t)=μr(t), (2.5)

　　Cr(F
＊
)(t)>hw(t) F

＊
r (t)=λr(t).(2.6)

　　证明 　充分条件显然 ,只证明必要条件.
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　　设 F
＊
是满足(2.1)式的Wardrop 用户平衡配

流 ,令 w ∈ W 和

　　A(t)={r ∈ w:F＊r (t)< μr(t), a.e.于[ 0 ,
T] },
　　B(t)={s ∈ w:F

＊
s (t)> λs(t), a.e.于[ 0 ,

T] }.
则 　Cr(t)≥Cs(t), a.e.于[ 0 , T] ,
对所有的 r ∈ A(t), s ∈ B(t)成立.于是有
　　aw(t)= inf

r∈ A(t)
Cr(t)≥bw(t)= sup

s∈ B(t)
Cs(t), a.e.

于[ 0 , T] .
　　令hw(t)∈ [ bw(t), aw(t)] ,从而对任意 r ∈ w ,
如果几乎处处在[ 0 , T] 上有Cr(t)<hw(t)成立 ,则 r

 A(t).这意味着 F
＊
r (t)=μr(t), a.e.于[ 0 , T] .仿

此 ,由 Cr(t)>hw(t)得
　　F

＊
r (t)=λr(t), a.e.于[ 0 , T] .

3　有流量附加约束的动态交通网络平衡

　　在现实中 ,有时根据某种情况的需要 ,对某些路

段的交通流进行额外的限制.这样 ,原来的平衡条件

就改变了.这就是有流量附加约束的动态交通平衡网

络问题.研究这类问题的文献通常将附加约束加入到

可行集里 , 于是就等同没有附加约束的网络一样处

理 ,这样反映不出附加的约束对网络的影响 ,在应用

上很不直观.为此 ,对附加约束对网络的影响进行变

分不等式的表达.

　　假设附加的路径流量约束可表示为 F ∈ D ,其

中 F 为路径流量函数 ,D  L
q
([ 0 , T] , R

m
+)为凸集 ,

且 int K ∩ int D ≠★ .

　　于是 ,对应于定义2.1和定义2.2 ,有流量附加约

束的Wardrop用户平衡配流 F
＊ ∈ L

p([ 0 , T] , Rm
+)定

义为:F ＊ ∈ K ∩ D ,对任意 O/D 对wj(j =1 ,2 , …,

l),和任意 r , s ∈ wj ,在[ 0 , T] 上几乎处处有

　　Cr(F
＊)(t)< Cs(F

＊)(t) F
＊
r (t)= μr(t),

F
＊
s (t)=λs(t) (3.1)

成立.对应于定义 2.2 ,有流量附加约束的Wardrop用

户平衡配流 F
＊ ∈ L

p([ 0 , T] , Lq)定义为:F ＊ ∈ K1

∩ D ,对任意 O/D 对wj(j =1 ,2 , …, l),和任意 r , s

∈ wj ,在[ 0 , T] 上几乎处处有

　　Cr(F
＊
)(t)

=Uj(t),如果 F
＊
r (t)≠0 ,

>Uj(t),否则
(3.2)

成立.
　　这样 ,在有流量附加约束的情况下 ,对应于定理
2.1中的(2.3)式和(2.4)式分别为:
　　F

＊ ∈ K ∩ D ,且〈C(F＊),F ＊-F〉 ≥0 ,  F ∈
K ∩ D (3.3)
和 　F

＊
∈ K1 ∩ D ,且〈C(F

＊
),F

＊
-F〉 ≥0 ,  F

∈ K1 ∩ D. (3.4)

　　但(3.3)式和(3.4)式不能刻画出附加约束对流

量产生的真正影响 ,下面定理 3.1揭示了这一影响.

　　为引出定理 3.1 ,先给出引理 3.1.

　　引理3.1　集合K和D的定义如前所述 , int K ∩

int D ≠★ ,如果存在 α>0和 S ∈ L
q
([ 0 , T] , R

m
+)满

足〈S , F〉 ≤α,  F ∈ D 和〈S , F〉 ≥α,  F ∈ K ,则

S =0.

　　证明 　对任意 F ∈ int K ∩ int D ,有〈S , F〉 =

α.从而存在一个数 ε0 >0和函数 F0 ∈ int K ∩ int

D ,使得对任意 λ∈ (0 ,1),有:

　　F0 +λε0 ei ∈ O(F0 , ε0) int K ∩ int D

成立.其中 ei ∈ L
p([ 0 , T] , Rm

+), ei(t)≡(0 , … ,1 ,

… ,0)T ∈ R
m 恒为单位向量 , i =1 , …, m.于是 ,

　　0 =α-α=〈S ,F 0 +λε0 ei〉-〈S , F0〉 =〈S ,

λε0ei〉.

即〈S , λε0ei〉 =0 ,  λ∈ (0 , 1).令 λ※1 ,得 S =0.

　　定理 3.1　F
＊是满足(3.3)式的流量当且仅当

存在 S ∈ L
q([ 0 , T] , Rm

+)使得

　　〈S ,F -F
＊〉 ≤0 ,  F ∈ D , (3.5)

　　〈C(F ＊)+S ,F -F
＊〉 ≥0 ,  F ∈ K (3.6)

成立.

　　证明 　“ ” .如果(3.5)和(3.6)式得到满足 ,则

有

　　〈C(F
＊
), F -F

＊
〉≥〈C(F

＊
)+S , F -F

＊
〉 ≥

0 ,  F ∈ K ∩ D.

　　从而 , F＊是满足(3.3)式的网络平衡流.

　　“  ” .设 F
＊满足(3.3)式.本文定义如下 2个集

合:

　　A ={(F , r)∈ D ×R:r <0},
　　B ={(F , r)∈ K×R :〈C(F

＊
), F -F

＊
〉≤r}.

　　由(3.3)式知 , A和B是2个不相交的 L
p([ 0 , T] ,

R
m
+)×R上的非空凸子集.而且 ,由int D ≠★知 int A

≠ ★ .于是 , 由凸集分离定理得 , 存在(S , k)∈

L
p
([ 0 , T] , R

m
+)×R和α∈ R ,且(S , k)≠(0 ,0),使得

　　〈S ,F〉+kr ≤α,  (F , r)∈ A , (3.7)
　　〈S ,F〉+kr ≥α,  (F , r)∈ B (3.8)
成立.令 F1 ∈ K ∩ int D ,(F 1 , r1)∈ A和(F1 , r2)∈
B ,由(3.7)和(3.8)式得:
　　〈S ,F 1〉+kr1 ≤α, (3.9)
　　〈S ,F 1〉+kr2 ≥α. (3.10)
因为 r1 <0 , r2 ≥0 ,于是得到 k ≥0.

　　往证 k >0.假设 k =0 ,则由(3.7)和(3.8)式 ,有

〈S , F〉≤α,  F ∈ D ,和〈S ,F〉 ≥α,  F ∈ K .由引

理得 S =0 ,这与(S , k)≠(0 ,0)矛盾 ,从而 k >0.

　　不失一般性 ,令 k =1 ,这样不会影响(3.7)～

(3.10)式的正确性 ,只是 S 和α须作相应地调整.在
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(3.9)式中 ,令 r1 ※0 ,得

　　〈S , F〉 ≤α,  F ∈ D , (3.11)
在(3.8)式中 ,取 r =〈C(F ＊),F -F

＊〉得:
　　〈S , F〉 +〈C(F ＊),F -F

＊〉 ≥α,  F ∈ K ,
(3.12)

取 F =F
＊ ,得〈S ,F ＊〉 =α.将 α代入(3.11)和(3.

12)式得到(3.5)和(3.6)式.
　　定理3.2　在定理3.1中将集K换为集K1 ,结论

仍然成立.

　　证明仿定理 3.1的证明即可.

　　定理3.1和定理3.2刻画了流量附加约束对网络

的影响:设路段 a 有流量附加约束 ,这约束可以等同

地看成道路的使用者在时刻 t经过路段a额外增加的

阻抗为 sa(t),例如:sa(t)可以理解为为了防止路段

a 出现过度拥挤情况道路管理者额外附加的单位费

用 ,这样 ,路段 a 的阻抗不再是 ca 而是 ca +sa .从而 ,

在平衡状态下 ,路径阻抗函数不再是 C(F ＊)而是变

成了 C(F
＊
)=C(F

＊
)+S(F

＊
),其中 S =(S 1 , …,

Sm)
T ∈ L

q([ 0 , T] , Rm
+), S j为由于路径 j上的路段有

附加约束而引起的对路径的附加约束 ,它满足(3.5)

式.

　　相应于 all-or-nothing的配流算法 ,对应于定理2.

2 ,有附加流量约束情形为:

　　定理 3.3　F
＊ ∈ K 是有流量附加约束的

Wardrop用户平衡配流 ,则对任意 w ∈ W ,存在函数

 hw:[ 0 , T] ※R ,对任意 r ∈ w ,在[ 0 , T] 上几乎处处

有

　　 Cr(F
＊)(t)≤ hw(t) F

＊
r (t)=μr(t), (3.13)

　　 Cr(F
＊
)(t)> hw(t) F

＊
r (t)=λr(t).(3.14)
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