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摘要:讨论动力系统中 Poisson 稳定运动及 Lyapunov稳定性的性质及它们之间的关系 , 得到有关 Posison 稳定运动

的结果 , 在一定程度上推广了文献[ 3] 的结论.
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Abstract:The main purpose of this paper is to discuss the relationship between Poisson stability and Lya-
punov stability in dynamical systems and their properties , and to get some results of Poisson stability which in

some extent generalizes the results of reference[ 3].
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　　S.Elaydi和 H.R.Farran在文献[ 1] 中引进了 Rie-

mann流形上的 Lipschi tz 稳定动力系统的概念 , Chin-

Ku Chu等人在文献[ 2] 中引进了度量空间中的动力

系统在一个点的 Lyapunov 稳定性的概念.我们熟知 ,

Poisson稳定运动在动力系统稳定性理论中占有相当

重要的地位 ,这方面已有不少研究工作[ 3～ 5] ,本文主

要研究动力系统中的 Lyapunov 稳定性和 Poisson稳定

运动之间的关系.

　　拓扑空间 X 上的一个动力系统(X , π)是一个连

续映射 π:X ×R ※X 使得

　　(1)π(x ,0)= x ,对每一个 π(x ,0)= x ,

　　(2)π(π(x , s), t)=π(x , s +t),对 x ∈ X , s , t

∈ R ,

　　本文设X为一般的度量空间 ,以 xt简记π(x , t).

若M  X , A  R ,我们记MA ={xt:x ∈ M , t ∈ A}.

若M ={x}或 A ={t},则用 xA和Mt简记{x}A和

M{t}.γ+(x)= xR
+、γ-(x)= xR

-和 γ(x)= xR

分别表示过点 x ∈ X 的正半轨道 、负半轨道和轨道.

对 A  X , A 、 A和 IntA分别表示A的闭包 、边界和内

部.对 x ∈ X ,记γ
+
(x)、γ(x)、γ

-
(x)分别表示过点

x ∈ X 的正半轨道闭包 、轨道闭包和负半轨道的闭

包.ω(x)和 α(x)分别表示点 x 的正向和负向极限

集;J+(x), J-(x)分别表示点 x 的正向和负向延伸

极限集 ,其分别定义为 ω(x)={y ∈ X :存在{t n} 

R
+ , tn ※∞和 xtn ※y}, α(x)={y ∈ X :存在{t n} 

R
- , tn ※-∞和 xtn ※ y};J+(x)={y ∈ X :存在

{xn} X ,{tn} R
+,使 xn ※ x , tn ※∞和 xntn ※

y}, J-(x)={y ∈ X :存在{xn} X ,{tn} R
+,使

xn ※ x , tn ※∞和 xnt n ※y}.

　　介绍本文用到的几个定义如下.

　　定义 1　如果 x ∈ J
+(x),则称点 x 为非游荡

的.我们知道 , x ∈ J
+(x) x ∈ J

-(x).

　　定义 2　集合 A  X称为关于集合B  X 是正

向回复的当且仅当每一个 T ∈ R 存在一个 t >T 和

一个 x ∈ B ,使得 xt ∈ A.用不等式 t <T 可以定义

负向回复.当集合 A 是关于自身正向回复时 ,称集合

A是自身正向回复的.

　　例如 ,设单点集为{x},如果 x 是一个周期点 ,则

{x}是自身回复集合.

　　定义3　若点 x ∈ X的每一个邻域关于{x}是正

向回复的 ,则称点 x为正向 Poisson稳定的 ,负向的情

况我们可类似定义.x ∈ ω(x)(x ∈ α(x)) 点 x 是

正(负)向 Poisson稳定的;x ∈ ω(x)∩ α(x) 点 x

是 Poisson稳定的.
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　　引理1
[ 3]
　设X 是任意的度量空间和 x ∈ X ,则

　　(1)对每一个 t ∈ R , J
+
(x)=J

+
(x)t =

J
+
(xt),

　　(2)对每一个 t ∈ R , ω(x)=ω(x)t =ω(xt).

　　定义 4　如果对任意的 ε>0 ,存在 δ>0 ,当

d(x , y)<δ时 ,对于 t ∈ R
+(R),有 d(xt , yt)<ε,

则称动力系统在点 x 处为(正)Lyapunov 稳定的.

　　引理 2　设动力系统(X , π)在点 x 是正

Lyapunov 稳定的 ,则 ω(x)=J
+(x).

　　证明 　设 y ∈ J
+(x),则存在点列{xn} X , xn

※ x ,数列{tn} R
+ , tn ※∞,使得 xntn ※y.由点 x

的正Lyapunov稳定性可知 ,对任意的ε>0 ,存在δ>

0 ,当 d(x , y)<δ时 ,对于 t ∈ R
+
,有 d(xt , yt)<ε,

对于上述 δ>0 ,存在 N ,当 n >N时 , d(xn , x)<δ,

故 d(xnt n , xtn)<ε, n > N , 从而有 d(xtn , y)≤

d(xntn , xt n)+d(xntn , y)※0 ,即 y ∈ ω(x).

　　类似的 , 如果动力系统(X , π)在点 x 是负

Lyapunov 稳定的 ,则 α(x)= J
-(x).

　　定理1　如果X 是局部紧的Hausdorff空间 ,设 x

∈ X是正向Poisson稳定的 ,且它不是一个周期点.则

集合 ω(x)- γ(x)在 ω(x)内是稠密的 , 即

ω(x)-γ(x)=ω(x)=γ(x).

　　证明 　由于 x ∈ X 是正向Poisson稳定的 ,我们

得到 ω(x)=γ(x), ω(x)-γ(x)=ω(x).只要证

明如果 y ∈ γ(x)和 y ∈ V ,其中 V为 y 的任意小的

开邻域 ,但满足 V  U , U 是y 的一紧致邻域U(因为

X 是局部紧的Hausdorff空间),则存在 z ∈ ω(x)-

γ(x),使得 z ∈ V ,为了证明这一点 ,注意到由于 y ∈

ω(x)=ω(y),则存在单调递增数列{tn}, tn ※∞,使

得 ytn ※ y ,选取 τ1 > t 1 ,使得 yτ1 ∈ V ,而且 yτ1  

y[ -t 1 , t1] ,因此 ,由 X是局部紧的Hausdorff空间 ,则

有开集 V1使得 yτ1 ∈ V1  V , V1 ∩ y[ -t 1 , t1] =★ ,

假设我们已经定义了 yτn-1和 Vn-1 ,选取 τn > tn ,使

得 yτn ∈ Vn-1 ,因为 yτn  y[ -tn , t n] ,(这是因为 x ∈

X 是正向 Poisson 稳定的), 又由于 X 是局部紧的

Hausdorff空间 ,我们得到 yτn ∈ Vn  Vn-1 , Vn ∩ y[ -

tn , t n] =★.序列{yτn}有这样的性质 yτn ∈ Vn ,因为

U  V1  V2  Λ Vn-1  Vn  Λ,并且X 是局部

紧的 Hausdorff空间 , U 为紧致的 ,则{yτn}存在收敛

子列 ,我们仍记为{yτn}, 存在 z , 使得 yτn ※ z ,因为

yτn ∈ γ(x), τn ※∞,则 z ∈ ω(x),而且 z , y ∈ V , z

在每一个 Vn 内 ,另外 ,我们注意到 z  γ(x),否则 ,

由 z ∈ γ(x)=γ(x),则存在 τ,使得 y =zτ,但是存

在一个 n ,使得 tn >|τ|,因此 , z ∈ y[ -tn , t n] ,然而

z ∈ Vn , Vn ∩ y[ -tn , t n] =★ ,即 z  y[ -tn , tn] ,此

为矛盾 ,故 z  γ(x).定理证毕.

　　定理 2　如果 X 是局部紧的 Hausdorff空间 ,则

γ(x)为周期的  γ(x)=ω(x).

　　证明 　先看充分性 ,如果 x 不为周期的 ,由上述

定理可知 , ω(x)-γ(x)=γ(x)≠★ ,而由条件可知 ,

γ(x)=ω(x), 故ω(x)-γ(x)=★ , 此为矛盾 , 故

γ(x)为周期的 ,反过来 ,如果 γ(x)为周期的 ,易证

γ+(x)=ω(x).

　　上述定理1和定理2推广了文献[ 3] 中第三章定

理 2.8的结论.在文献[ 3] 中的定理是考虑完备的度

量空间的情形 ,而我们考虑的是局部紧的空间的情

形 ,比前者的条件要广泛的多.

　　下面定理3和定理4是在文献[ 3] 第三章第二节

的定理 2.14和 2.15的基础上得到的.

　　定理 3　在度量空间 X 中 , 如果点 x 为正向

Poisson稳定的 ,则γ(x)内的每一点为非游荡点.

　　证明 　因为点 x为正向 Poisson稳定 ,所以由引

理 1可知 ,对每一个 t ∈ R , xt也是正向 Poisson稳定

的.设{xn} γ
+(x),且 xn ※y ,先证明 y ∈ J

+(y).

　　根据上面叙述 ,对于每个 n , xn ∈ ω(xn),故对于

每个 n ,存在 tn >n ,使得 d(xn , xntn)<
1
n
,所以

　　ρ(y , xntn)≤ρ(y , xn)+ρ(xn , xnt n)≤ρ(y , xn)

+
1
n
.

　　这就证明了当 xn ※ y 时 , xntn ※ y , tn ※∞.即

y ∈ J
+(y).

　　类似可以证明 ,在度量空间 X 中 ,如果点 x为负

向 Poisson稳定 , γ(x)内的每一点为非游荡点.

　　定理4　如果动力系统(X , R , π)是Lyapunov稳

定 ,设 P  X中的每一个点 ,或者是正向Poisson稳定

的 ,或者是负向 Poisson 稳定的 ,则  P 内的每一点是

Poisson稳定的.

　　证明 　设{xn} p ,且 xn ※ x ,首先证明 x ∈

J
+(x).对于每个 n ,或者 xn ∈ ω(xn),或者 xn ∈

α(xn),于是可以假设或者对于每个 n , xn ∈ ω(xn);

或者对于每个 n , xn ∈ α(xn).不妨假设对于每个 n ,

xn ∈ ω(xn),对于每个 n ,存在 tn >n , 使得 d(xn ,

xntn)<
1
n
,所以

　　ρ(x , xntn)≤ρ(x , xn)+ρ(xn , xnt n)≤ρ(x , xn)

+
1
n
.

即 x ∈ J
+(x),由动力系统(X ,R , π)是 Lyapunov 稳

定的 ,则在每一点 x处 ,有 ω(x)=J
+(x)和 α(x)=
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J
-
(x),故 x ∈ ω(x)和 x ∈ α(x),即点 x 是Poisson

稳定的.第二种情况我们可类似的考虑 ,这样就证明

了  P 内的每一点是 Poisson稳定的.

　　推论 1　设动力系统(X , R , π)为 Lyapunov 稳

定 ,若点 x为正Poisson稳定的或负Poisson稳定的 ,则

γ(x)中的每一点为Poisson稳定的.
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故{Χ(x -n):n ∈ Z}是规范正交族 ,结合{Χ(x -

n):n ∈ Z}是W0的Riesz基 ,便知{ (x -n), Χ(x-

n):n ∈ Z}是 V1的标准正交基.

　　注 　由定理 1知道已知  (x)是正交尺度函数 ,

要构造正交小波 Χ, 关键是去寻求一个 Q(z),使得

两尺度矩阵 M(z)=
P(z) P(-z)

Q(z) Q(-z)
是一个酉矩

阵 ,从而行列式 det M(z)的绝对值为 1.

　　可设 α(z)=
1

det M(z)
, 则 |α(z)|= 1.又

M
T(z)-1 =M(z),推出 α(z)Q(z)=- P(-z),

即有 Q(z)=- α(z) P(-z).

　　注意到 det M(z)=P(z)Q(-z)-

P(-z)Q(z),因此 det M(-z)=-det M(z),从而

α(-z)=

-α(z), Q(-z)= α(z) P(z).

　　这样M(z)=
　P(z) P(-z)

- α(z) P(-z)  α(z) P(z)
,

M
T(z)=

 P(z) -α(z)P(-z)

 P(-z) 　α(z)P(z)
,

验证 　M(z)MT(z)=
β11 β12

β21 β22
=

1 0

0 1
,

其中 , β11 =| P(z)|2 +| P(- z)|2;β12 =-

 α(z) P(z) P(- z)+  α(z) P(z) P(- z);β21 =-

α(z)P(z)P(-z)+α(z)P(z)P(-z);β22 =

|P(z)|2 +|P(-z)|2 ,

故M(z)是酉矩阵.所以 ,只要 α(z)满足:

|α(z)|=1与 α(-z)=-α(z).

　　令 Q(z)=- α(z) P(-z),

则由  Χ(ω)=Q(z)  (
ω
2
)定义的 Χ(x)就是一个正

交小波.

　　特别地 ,取α(z)=- z ,Q(z)=z P(-z),  Χ(ω)

= z P(-z)  (ω
2
)这就是通常的取法 ,则 Χ(x)是正

交小波.当然我们还可以令 α(z)=± z2k+1 或 α(z)

=±z
2k+1 , 根据定理 1 , 由  Χ(ω)=- α(z) P(-

z)  (
ω
2
)定义的 Χ(x)也是一个正交小波.
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