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摘要:设尺度函数 φ(x)∈ V0 生成 L2(R)的一个多分辨分析{Vj}, W0+V0 = V1 ,小波 Χ∈ W0 , 两尺度关系是

 (x)= ∑
k

pk (2x-k), Χ(x)= ∑
k

qk (2x-k), 傅立叶变换式为  (ω)=P(z)  (
ω
2
),  Χ(ω)=Q(z)  (

ω
2
),

z = e
-iω/2
, 两尺度矩阵为 M(z)=

P(z) P(-z)
Q(z) Q(- z)

.{Χ(x-k):k ∈ Z}为 W0的标准正交基的充要条件是:对

几乎所有的 z ∈ T 两尺度矩阵M(z)为酉矩阵.
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Abstract:Let scaling function φ(x)∈ V0 yield a Multiresolution analysis{Vj}of W0 +V0 =V1 , a small

wave Χ∈ W0.The Two-scale relation is  (x)= ∑
k

pk (2x -k), Χ(x)= ∑
k

qk (2x -k), their

Fourier transform is  (ω)=P(z)  (
ω
2
),  Χ(ω)=Q(z)  (

ω
2
), z =e

-iω/2
, two-scale matrix is M(z)

=
P(z) P(-z)
Q(z) Q(-z)

.Our main result is{Χ(x -k):k ∈ Z}become the standard orthogonal basis of

W0 if and only if the two-scale matrix M(z)is unitary matrix for almost z ∈ T.
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1　记号和引理

　　设 Z是整数全体 , R是实数全体 , L2(R)为 R 上

的勒贝格平方可积函数全体.C为复数全体 , T ={z:

|z|=1} C为单位圆周.

　　定义 1　L
2
(R)的闭子空间序列{Vj}称为一个

多分辨分析 ,如果它满足:

　　(Ⅰ)…  V-1  V0  V1  …;

　　(Ⅱ)闭包 clos(∪
∞

j=-∞
Vj)=L

2(R);

　　(Ⅲ) ∩
∞

j=-∞
Vj ={0};

　　(Ⅳ)f(x)∈ Vj f(2x)∈ Vj+1;

　　(Ⅴ)存在  (x)∈ L
2
(R)使{ (x -k):k ∈ Z}

是 V0的一个 Riesz基;

　　(Ⅵ)f(x)∈ Vj f(x +
1
2
)∈ Vj;

称尺度函数  (x)∈ V0 生成 L
2(R)的多分辨分析

{Vj}
[ 1]
.

　　已知尺度函数 (x)∈ V0  V1 ,令W0  V0 =V1 ,

小波 Χ(x)∈ W0  V1 ,而{ (2x -k):k ∈ Z}是 V1

的 Riesz基 ,因而存在序列{pk}∈ l
2 ,{qk}∈ l

2使得

　　
 (x)=∑

n

pn (2 x -n),

Χ(x)= ∑
n

qn (2x -n),
(1)

上述公式通常称为两尺度关系.

　　对(1)式施行 Fourier变换 ,得到其等价形式:

　　
  (ω)=P(z)  (

ω
2
),

 Χ(ω)=Q(z)  (
ω
2), z =e

-iw/2
,

(2)

这里 , P(z)=
1
2 ∑n pnz

n , Q(z)=
1
2 ∑n qnz

n分别叫做

序列{pn}和{qn}的符号.

　　作两尺度矩阵 M(z)=
P(z) P(-z)

Q(z) Q(-z)
,

172 Guangxi Sciences , Vol.12 No.3 , August 2005

DOI :10.13656/j.cnki.gxkx.2005.03.005



　　引入记号

　　B(z2)=∑
n

|  (ω+2nπ)|2 , z =e-iω/2 ,

则 　B(z)=B(e-iω/2)=∑
n

|  (
ω
2
+2nπ)|2 ,

　　B(-z)= B(e-i(ω+2π)/ 2)= ∑
n

|  (
ω
2
+π+

2nπ)|
2
.

　　由于{ (x -k):k ∈ Z}是 V0的 Riesz基 ,因而
存在常数 0 <A1 ≤B1 使

　　A1 ≤∑
n

|  (ω+2nπ)|2 ≤B 1.

　　从而 　A1 ≤B(z
2
), B(z), B(-z)≤B1.

　　引理 1　设  (x)是生成 L
2
(R)的多分辨分析

{Vk}的一个已知的尺度函数 , Χ(x)∈ W0 ,则{Χ(x

-k):k ∈ Z}是 W0 的一个 Riesz 基的充要条件是

{ (x - k), Χ(x - k):k ∈ Z}成为 V1 的 Riesz

基[ 1 ,2] .

　　引理 2　设  (x)是生成 L
2(R)的多分辨分析

{Vj}的尺度函数 ,那么{ (x-n), Χ(x -n):n ∈ Z}

是 V1的Riesz基当且仅当存在正常数 A2与 B2使在 T

上几乎处处有 A2 ≤|Q(z)|
2
+|Q(-z)|

2
≤B2及

两尺度矩阵M(z)在 T 上几乎处处可逆.

2　正交小波的构造

　　虽然目前大家比较关心的小波理论是多个小波

及高维小波的构造[ 4～ 6] ,但一个一维小波的构造是最

基本的.而一维正交小波的构造在理论上并不是很清

晰的.如果已知 φ(x)是正交尺度函数 ,其两尺度方

程是 (x)=∑
n

pn (2x -n)和  (ω)=P(z)  (
ω
2
),

那么令 　 Χ(ω)= zP(-z)  (
ω
2
), z =e-iω/2

或 Χ(x)=∑
n

(-1)
n-1

P-n+1 (2x -n),

则 Χ就是正交小波.

　　本文给出在更一般的情况下正交小波的构造方

法.

　　定理1　设生成 L
2(R)的多分辨分析{Vj}的尺

度函数  (x)使{ (x -k):k ∈ Z}成为 V0的标准正

交基 ,则{ (x -k), Χ(x -k):k ∈ Z}是 V1的标准

正交基的充要条件是两尺度矩阵 M(z)在 T 上几乎

处处是酉矩阵.

　　证明 　必要性 　设{ (x -k), Χ(x -k):k ∈

Z}是 V1的标准正交基 ,由引理2知{Χ(x -k):k ∈

Z}是W0的标准正交基.于是∑
k

|  (ω+2kπ)|
2
=1

及∑
k

| Χ(ω+2kπ)|2 =1[1] .由两尺度关系 ,  (ω)=

P(z)  (ω
2
),  Χ(ω)=Q(z)  (ω

2
),z =e

-iω
2 可以推出|

P(z)|
2
+|P(-z)|

2
=1及|Q(z)|

2
+|Q(-z)|

2
=

1.

　　又由 Χ⊥ (x -n),  n ∈ Z   Χ⊥  (x -n)=
  (ω)e-inω 〈 Χ(ω), φ(ω)e-inω〉 =

∫
∞

-∞
 Χ(ω)  (ω)einωdω=0

 0 =∫
∞

-∞
Q(z)  (

ω
2
)P(z)  (

ω
2
)einωdω=

∫
∞

-∞
Q(z)P(z)|  (

ω
2
)|2einωdω=

∑
k∫

2π(k+1)

2πk
Q(z)P(z)|  (

ω
2
)|2einωdω=

∑
k
∫

2π

0
Q(e

-i(ω+2πk)
2 P(e

-i(ω+2πk)
2 )|  (

ω+2πk
2
)|2einωdω

=∫
2π

0
[ Q(z)P(z)∑

k

|  (
ω
2 +2πk)|

2
+

Q(-z)P(-z)∑
k

|  (
ω
2
+π+2πk)|2] einωdω=

∫
2π

0
[Q(e

-iω
2 )P(e

-iω
2 )+Q(-e

-iω
2 )P(-e

-iω
2 )] e

inω
dω,

 n ∈ Z  Q(z)P(z)+Q(-z)P(-z)=0 ,|z|=1.
　　于是

M(z)MT(z)=
P(z) P(-z)
Q(z) Q(-z)

P(z) Q(z)

Q(z) Q(-z)
=

α11 α12

α21 α22
=

1 0

0 1
,

其中 , α11 =|P(z)|
2+|P(-z)|2;α12 =P(z)Q(z)+

P(-z)Q(-z);α21 =Q(z)P(z)+Q(-z)P(-z);α22

=|Q(z)|2+|Q(-z)|2 ,故M(z)几乎处处是酉矩阵.
　　充分性 　若M(z)是酉矩阵 ,

则M(z)MT(z)=
1 0

0 1
.

　　 |P(z)|2 +|P(-z)|2 =1 ,|Q(z)|2 +

|Q(-z)|
2
=1 ,

及 Q(z)P(z)+Q(-z)P(-z)=0.

　　由引理1和引理2知{Χ(x -n):n ∈ Z}是W0的

Riesz基.

　　又{ (x -n):n ∈ Z}是 V0的标准正交基 ,因而

　　∑
n

|  (ω+2nπ)|2 =1.

　　由两尺度关系 ,  Χ(ω)=Q(z)  (
ω
2
)

 ∑
n

 Χ(ω+2nπ)|2 =|Q(z)|2∑
n

|  (
ω
2
+2nπ)|2+|

Q(-z)|2∑
n

|  (
ω
2
+π+2nπ)|2 =|Q(z)|2+|Q(-

z)|2 =1 ,
(下转第176页 Continue on page 176)　　

173广西科学　2005 年 8 月　第 12 卷第 3 期



J
-
(x),故 x ∈ ω(x)和 x ∈ α(x),即点 x 是Poisson

稳定的.第二种情况我们可类似的考虑 ,这样就证明

了  P 内的每一点是 Poisson稳定的.

　　推论 1　设动力系统(X , R , π)为 Lyapunov 稳

定 ,若点 x为正Poisson稳定的或负Poisson稳定的 ,则

γ(x)中的每一点为Poisson稳定的.
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故{Χ(x -n):n ∈ Z}是规范正交族 ,结合{Χ(x -

n):n ∈ Z}是W0的Riesz基 ,便知{ (x -n), Χ(x-

n):n ∈ Z}是 V1的标准正交基.

　　注 　由定理 1知道已知  (x)是正交尺度函数 ,

要构造正交小波 Χ, 关键是去寻求一个 Q(z),使得

两尺度矩阵 M(z)=
P(z) P(-z)

Q(z) Q(-z)
是一个酉矩

阵 ,从而行列式 det M(z)的绝对值为 1.

　　可设 α(z)=
1

det M(z)
, 则 |α(z)|= 1.又

M
T(z)-1 =M(z),推出 α(z)Q(z)=- P(-z),

即有 Q(z)=- α(z) P(-z).

　　注意到 det M(z)=P(z)Q(-z)-

P(-z)Q(z),因此 det M(-z)=-det M(z),从而

α(-z)=

-α(z), Q(-z)= α(z) P(z).

　　这样M(z)=
　P(z) P(-z)

- α(z) P(-z)  α(z) P(z)
,

M
T(z)=

 P(z) -α(z)P(-z)

 P(-z) 　α(z)P(z)
,

验证 　M(z)MT(z)=
β11 β12

β21 β22

=
1 0

0 1
,

其中 , β11 =| P(z)|2 +| P(- z)|2;β12 =-

 α(z) P(z) P(- z)+  α(z) P(z) P(- z);β21 =-

α(z)P(z)P(-z)+α(z)P(z)P(-z);β22 =

|P(z)|2 +|P(-z)|2 ,

故M(z)是酉矩阵.所以 ,只要 α(z)满足:

|α(z)|=1与 α(-z)=-α(z).

　　令 Q(z)=- α(z) P(-z),

则由  Χ(ω)=Q(z)  (
ω
2
)定义的 Χ(x)就是一个正

交小波.

　　特别地 ,取α(z)=- z ,Q(z)=z P(-z),  Χ(ω)

= z P(-z)  (ω
2
)这就是通常的取法 ,则 Χ(x)是正

交小波.当然我们还可以令 α(z)=± z2k+1 或 α(z)

=±z
2k+1 , 根据定理 1 , 由  Χ(ω)=- α(z) P(-

z)  (
ω
2
)定义的 Χ(x)也是一个正交小波.
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