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广义Wolfe线搜索下共轭梯度法的全局收敛性＊

Global Convergence of Conjugate Gradient Method with

General Wolfe Line Search
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摘要:给出一类求解非线性无约束优化问题修正的共轭梯度类型公式和算法 , 并证明该公式在广义Wolfe线搜索

下具有充分下降性和全局收敛性.
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Abstract:A new kind of conjugate gradient method and algorithm for solving nonlinear unconstrainted opti-
mization problem was proposed.The sufficient descent property and global convergence of the new conjugate

gradient method with general Wolfe line search were proved.
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　　本文主要考虑无约束优化问题

　　min{f(x) x ∈R
n
}, (0.1)

其中 f:Rn※R为一阶可微的非线性函数 ,其梯度记

为 g:Rn ※Rn.共轭梯度法是用来求解无约束优化

问题(0.1)的一种方法 ,其迭代公式为:

　　xk+1=xk+tkdk , (0.2)

其中 tk 为搜索步长 ,一般采用某个线搜索来获得 ,常

用的步长规则主要有:

　　(1)Amijo 规则.寻找一个 tk =β
m
ks ,其中 β ∈(0 ,

1), s>0 ,mk 是最小的正整数m ,并满足:

　　f(xk+tkdk)-f(xk)≤δβ
m
sg

T
kdkδ∈(0 ,1).(0.3)

　　(2)Amijo-Goldstein规则.寻找一个 tk>0并满足:

　　f(xk+tkdk)-f(xk)≤δtkg
T
kdk , (0.4)

　　f(xk +tkdk)-f(xk)≥(1-δ)t kg
T
kdk , δ∈(0 ,

1
2
). (0.5)

　　(3)弱Wolfe-Powell规则.寻找一个 tk >0并满足

(0.4)和

　　gT
k+1dk≥σtkg

T
kdk , σ∈(δ,1). (0.6)

　　(4)强Wolfe-Powell规则.寻找一个 t k>0 ,并满

足(0.4)和

　　 g
T
k+1dk ≤σ g

T
kdk , σ∈(δ,1). (0.7)

　　(5)广义Wolfe 规则.寻找一个 tk >0 ,并满足:

　　f(xk+tkdk)-f(xk)≤δtkg
T
kdk , (0.8)

　　σ1g
T
kdk ≤g

T
k+1dk≤-σ2g

T
kdk , (0.9)

其中 , δ, σ1 , σ2 ∈(0 ,1).

　　在(0.2)式中 dk为搜索方向 ,被定义为:

　　dk =
-gk , 　　　　　k =1 ,

-gk +βkdk-1 , 　k ≥2.
(0.10)

其中 , βk 是标量 ,文献[ 1 ～ 7] 已给出选取 βk 的几种

公式.

　　选取 βk的几种公式在某些线搜索下的全局收敛

性已被广泛研究 ,其中 Powell证明了 FR方法在精确

线搜索下具有全局收敛性[ 8] ;Al-Baali在非精确线搜

索下证明了 FR方法具有全局收敛性但数值结果较

差[ 9] ;Polak-Ribieer方法有很好的数值结果但其局收

敛性较差 ,因此Touati-Ahmed和Story把 β
FR
k , β

PR
k 结合

起来 ,得到了具有较好的数值结果和全局收敛性的方

法
[ 10]
;Han Ji-Ye等

[ 11]
把公式中 βk的取值范围进一步

扩大 ,并证明了在强Wolfe 线搜索下的全局收敛性.

本文吸收文献[ 10 ,12] 的思想得出一类新的共轭梯度

类型公式和算法 ,并证明该公式在广义Wolfe 线搜索

下具有充分下降性和全局收敛性.
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1　新的共轭梯度类型公式及其充分下降性

　　在研究的过程中首先要保证选取的步长 tk和搜

索方向 dk 能使相应的共轭梯度算法是下降的.即满
足

　　gT
kdk <0 , (1.1)

而且更希望构造的 βk满足充分下降条件:

　　gT
kdk ≤-c‖ gk ‖

2 , c >0 , (1.2)

因为对共轭梯度法来说 ,充分下降性是一个非常重要

的性质 , 它对于保证算法的全局收敛性有很好的作
用[ 13] .受到文献[ 10 ,12] 的启发作者构造了一类新公

式:

　　σ|
βk
β
CD
k
|< σ, (1.3)

其中  σ∈ (0 ,1), σ=max{σ1 , σ2}, σ1 , σ2 满足(0.9)
式.该公式在广义Wolfe线搜索下具有充分下降性和

全局收敛性.下面给出新公式充分下降性质的证明.
　　定理 1　在广义 Wolfe 线搜索条件(0.8)式和

(0.9)式下 ,若 βk 满足(1.3)式 ,则 dk 具有充分下降

性 ,即满足下降条件(1.2)式.

　　证明 　先证明:

　　1 - σ≤-
g
T
kdk

g
T
kgk
. (1.4)

　　当 k =1时 ,上式显然成立.

　　当 k ≥2时 ,

　　-
g
T
kdk

g
T
kgk
=-

g
T
k(-gk +βkdk-1)

g
T
kgk

=1-

βk
g
T
kdk-1

g
T
kgk

≥1-|βk|
|gTkdk-1|

g
T
kgk

≥1+|βk|σ
g
T
k-1dk-1

g
T
kgk

≥1 + σ(-
g
T
kgk

g
T
k-1dk-1

)
g
T
k-1dk-1

g
T
kgk

≥1- σ,

即(1.4)式成立.

　　从而有:

　　gT
kdk ≤-(1- σ)‖ gk ‖

2 ,

即 　gTkdk ≤-c‖gk ‖
2 ,

其中 c =1- σ.由此可见新公式具有充分下降性.

2　新的共轭梯度算法及其全局收敛性

　　求解无约束优化问题共轭梯度法的新算法如

下.

　　步骤1　任意给定 x1 ∈ R
n
,计算 g1 ,若 g1 =0 ,

则停;否则 ,转步骤 2.

　　步骤 2　令 d1 =-g1 , k =1.

　　步骤 3　令 xk+1 = xk +t kdk , t k 满足(0.8)和

(0.9)式.

　　步骤4　计算 gk+1 ,若 ‖gk+1 ‖ =0 ,则停;否则 ,

令 k ∶= k +1 ,转步骤 5.

　　步骤 5　令 dk =-gk +βkdk-1 , 其中 βk 满足

(1.3)式及∑
k

j=1
(∏

k

i=j+1
βi)

2 ‖gj ‖
4 ≤ ck , k ∈ N , ∏

k

i=k+1
β2i

=1.

　　为了证明该方法的全局收敛性 ,给出下面的假

设和引理.

　　假设 1　水平集 Ψ={x ∈Rn :f(x)≤f(x1)}有

界.

　　假设 2　在水平集上梯度 g Lipschi tz连续 ,即对

于任意 x , y ∈ Ψ, ‖ g(x)-g(y)‖ ≤M ‖x -y ‖

成立 ,M 为任意常数.

　　引理1　若(0.8),(0.9)式和假设2成立 ,则对于

任意 k ∈ N ,Zoutendijk条件成立 ,即

　　∑
∞

k=1

(gTkdk)
2

‖dk ‖
2 <+∞. (2.1)

　　证明 　由(0.9)式得:

　　(σ1 -1)gT
kdk ≤(gk+1 -gk)

T
dk ,

　　(1 -σ1)|g
T
kdk |≤ ‖(gk+1 -gk ‖‖dk ‖ ≤

Mtk ‖ dk ‖
2 ,

　　tk ≥
(1-σ1)|g

T
kdk|

M‖dk ‖
2 .

由(0.8)式得 f(xk)-f(xk+1)≥-δtkg
T
kdk ,将其代入

上式 ,

　　f(xk)-f(xk+1)≥δ
1-σ1
M

(gT
kdk)

2

‖ dk ‖
2 ,

　　∑
∞

k=1
f(xk)-f(xk+1)≥∑

∞

k=1
δ

1 -σ1
M

(gTkdk)
2

‖dk ‖
2 ,

两边取极限得:

　　∑
∞

k=1

(g
T
kdk)

2

‖dk ‖
2 <+∞.

　　引理 2　若假设 1 ,假设 2成立 ,则在广义Wolfe

线搜索下有:

　　∑
∞

k=1
(γk +γk-1)

2 <+∞, γk =-
g
T
kdk

‖ dk ‖
.(2.2)

　　证明 　由引理1知

　　∑
∞

k=1

(g
T
kdk)

2

‖dk ‖
2 <+∞,

　　∑
∞

k=1
γ

2
k <+∞,

　　∑
∞

k=1

(γk +γk-1)
2 =∑

∞

k=1

(γ2k +γ
2
k-1+2γkγk-1)≤

2∑
∞

k=1

(γ2k +γ
2
k-1)<+∞.

　　引理 3　若 ‖gk ‖ ≥c2 , βk满足(1.3)式 ,

∑
k

j=1

(∏
k

i=j+1

βi)
2 ‖gj ‖

4 ≤ ck , k ∈ N , ∏
k

i=k+1

β2i =1 ,则
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　　‖dk ‖ ≤
(1+2 σ)

1
2

c2
c

1
2 k

1
2 . (2.3)

　　证明 　由 σ=max{σ1 , σ2}及(0.9)式 ,(0.10)

式 ,(1.3)式知

　　‖dk ‖
2 =‖gk ‖

2 -2 βkg
T
kdk-1 +β

2
k ‖dk-1 ‖

2 ≤

‖gk ‖
2 +2|

βk
βCDk
||βCDk ||g

T
kdk-1|+β

2
k ‖dk-1 ‖

2 ≤

‖gk ‖
2 + 2 σ‖gk ‖

2 + β2k ‖dk-1 ‖
2 ≤ (1 +

2 σ)‖gk ‖
2 +β2k ‖dk-1 ‖

2 ≤(1+2 σ)‖gk ‖
2 +(1+

2 σ)‖gk-1 ‖
2β2k + β2kβ

2
k-1 ‖dk-2 ‖

2 ≤ … ≤

1+2 σ
c

2
2
∑
k

j=1

(∏
k

i=j+1

βi)
2 ‖gj ‖

4 ≤
1+2 σ
c

2
2

ck ,

因此(2.3)式成立 ,证毕.
　　定理2　如果假设 1 ,假设 2成立 , βk 满足公式
(1.3), tk 由广义Wolfe 线搜索(0.8)式和(0.9)式产
生 ,则该算法具有全局收敛性 , 即
　　 lim

k※∞
inf‖gk ‖ =0. (2.4)

　　证明 　由共轭梯度法迭代公式(0.2)式及(0.9)式
有:
　　‖dk ‖

2 = ‖gk ‖
2 -2βkg

T
kdk-1 +β

2
k ‖dk-1 ‖

2 ≥

‖gk ‖
2 -2βkg

T
kdk-1 ≥‖gk ‖

2+2σ2βkg
T
k-1dk-1 ,

由线搜索知 g
T
k-1dk-1 <0 , |βk|≥βk ,

　　‖gk ‖
2 +2σ2βkg

T
k-1dk-1 ≥‖gk ‖

2+

2σ2|βk|(g
T
k-1dk-1)≥‖gk ‖

2-2σ2|βk|‖dk-1 ‖γk-1

≥‖gk ‖
2-2σ2γk-1(‖dk ‖ +‖gk ‖),

由假设 1得 , c3 =sup‖gk ‖ <+∞,则

　　‖gk ‖
2
≤‖dk ‖

2
+2σ2γk-1(‖dk ‖ +

‖gk ‖)≤‖dk ‖
2+2σ2γk-1(‖dk ‖ +c3).

若lim
k※∞

inf‖dk ‖ =0 ,则 lim
k※∞

inf ‖gk ‖ =0;若

lim
k※∞

inf‖dk ‖ >0 ,则存在 c4 >0使 ‖dk ‖ ≥c4;若

lim
k※∞

inf ‖gk ‖ =0不成立 ,设 ‖gk ‖ ≥c2则由引理3有

1
‖dk ‖

≥
1

ak
1
2

,其中 a =‖dk ‖ ≤
((1+2 σ)c)

1
2

c2
,则

　　∑
∞

k=2

1

‖dk ‖
2 ≥∑

∞

k=2

1

a
2
k
=+∞. (2.5)

由 ‖dk ‖ ≥|βk|‖dk-1‖ -‖gk ‖得

　　
|βk|‖dk-1‖
‖dk ‖

≤1+
‖gk ‖
‖dk ‖

, (2.6)

又由-gT
kdk =‖gk ‖

2 -βkg
T
kdk-1 , ‖gk ‖ ≥c2及(0.9)

式和(2.6)式得:

　　γk =-
g
T
kdk
‖dk ‖

=
‖gk ‖

2

‖dk ‖
-
βkg

T
kdk-1
‖dk ‖

≥
c

2
2

‖dk ‖
-

σ2|βk |g
T
k-1dk-1

‖dk ‖
≥

c
2
2

‖dk ‖
-
σ2|βk|
‖dk ‖

‖dk-1‖γk-1 ≥

c
2
2

‖dk ‖
2 -σ2(1+

‖gk ‖
‖dk ‖

)γk-1.

　　由上式及 c3 =sup‖gk ‖ <∞, ‖dk ‖ ≥ c4有:

　　
1

‖dk ‖
≤
γk
c

2
2
+
σ2
c

2
2
(1+

‖gk ‖
‖dk ‖

)γk-1 ≤
γk
c

2
2
+

σ2
c

2
2
(1+

c3

c4
)γk-1 ≤max{

1

c
2
2
,
σ2
c

2
2
(1+

c3

c4
)}(γk +γk-1),

从而:

　　∑
∞

k=2

1

‖dk ‖
2 ≤(max{

1

c
2
2
,
σ2
c

2
2
(1 +

c3

c4
)})2∑

∞

k=2
(γk +

γk-1)
2
<+∞.

该式与(2.5)式矛盾 ,所以lim
k※∞

inf‖gk ‖ =0.定理证毕.
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